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d'infiniment petits, d'évanouissans, de limites et de fluxions, 
et réduits à l'analyse algébrique des quantités finies. 
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et du Bureau des Longitudes; Membre du Sénat- Conservateur, 
Grand-Officier de la Lcgion-d' Honneur, et Comte de l'Empire. 
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AVERTISSEMENT 

DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 



Cette édition a plusieurs avantages sur la première, qui a paru 
en 1797 ; elle est plus correcte : on a mis plus d'ordre dans les 
matières, et on les a divisées par Chapitres, ce qu'on n'avait pu 
faire d'abord, cet Ouvrage ayant été composé, comme d'un seul 
jet, à mesure qu'il s'imprimait; enfin on y a fait différentes addi- 
tions, dont les principales se trouvent dans le Chapitre XIV de 
la seconde Partie et dans le Chapitre V de la troisième. 

On avait pensé à refondre dans la première Partie de ce Traité 
les Leçons sur le calcul des fonctions (*), qui servent de com- 
mentaire et de suite à cette Partie ; mais, comme elles forment 
un Ouvrage à part -qui peut être lu séparément et indépendam- 
ment de la Tltéorie des fonctions, on s'est contenté de les citer 
dans tous les endroits sûr lesquels elles peuvent offrir des éclair- 
cissements et des développements utiles (**). 

(*) Ces Leçons ont paru d'abord dans le Recueil des Leçons de V École Normale; mais la 
seconde édition, publiée en 1 806 chez Courtier, est beaucoup augmentée ; c'est celle-ci qu'on 
a citée. 

(**) Les Leçons sur le calcul des fonctions forment le Tome X des OEuvres de La grange. 

(Note de l'Éditeur.) 
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THÉORIE 



DES 



FONCTIONS ANALYTIQUES. 



INTRODUCTION. 

DES FONCTIONS EN GÉNÉRAL. DES FONCTIONS PRIMITIVES ET DÉRIVÉES. DES 
DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT ON A ENVISAGÉ LE CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
OBJET DE CET OUVRAGE. 



On appelle fonction d'une ou de plusieurs quantités toute expres- 
sion de calcul dans laquelle ces quantités entrent d'une manière quel- 
conque, mêlées ou non avec d'autres quantités qu'on regarde comme 
ayant des valeurs données et invariables, tandis que les quantités de 
la fonction peuvent recevoir toutes les valeurs possibles. Ainsi, dans 
les fonctions, on ne considère que les quantités qu'on suppose va- 
riables, sans .aucun égard aux constantes qui peuvent y être mêlées. 

Le mot fonction a été employa par les premiers analystes pour dé- 
signer en général les puissances d'une même quantité. Depuis, on a 
étendu la signification de ce mot à toute quantité formée d'une ma- 
nière quelconque d'une autre quantité. Leibnitz et les Bernoulli l'ont 
employé les premiers dans cette acception générale, et il est aujour- 
d'hui généralement adopté. 

Lorsqu'à la variable d'une fonction on attribue un accroissement 
quelconque, en ajoutant à cette variable une quantité indéterminée, 
on peut, par les règles ordinaires de l'Algèbre, si la fonction est algé- 
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16 THÉORIE DES FONCTIONS, 

brique, la développer suivant les puissances de cette indéterminée. 
Le premier terme du développement sera la fonction proposée, qu'on 
appellera fonction primitive ; les termes suivants seront formés de diffé- 
rentes fonctions de la même variable, multipliées par les puissances 
successives de l'indéterminée. Ces nouvelles fonctions dépendront uni- 
quement de la fonction primitive dont elles dérivent et pourront 
s'appeler fonctions dérivées. En général, quelle que soit la fonction 
primitive, algébrique ou non, elle peut toujours être développée ou 
censée développée de la même manière, et donner ainsi naissance à 
des fonctions dérivées. Les fonctions, considérées sous ce point de vue, 
constituent une Analyse d'un genre supérieur à l'Analyse ordinaire 
par sa généralité et ses nombreux usages, et l'on verra dans cet Ouvrage 
que l'Analyse qu'on appelle vulgairement transcendante ou infinitési- 
male n'est au fond que l'Analyse des fonctions primitives et dérivées, 
et que les Calculs différentiel et intégral ne sont, à proprement parler, 
que le calcul de ces mêmes fonctions. 

Les premiers géomètres qui ont employé le Calcul différentiel, 
Leibnitz, les Bernoulli, L'Hôpital, etc., l'ont fondé sur la considération 
des quantités infiniment petites de différents ordres, et sur la suppo- 
sition qu'on peut regarder et traiter comme égales les quantités qui 
ne diffèrent entre elles que par des quantités infiniment petites à leur 
égard. Contents d'arriver par les procédés de ce Calcul, d'une manière 
prompte et sûre, à des résultats exacts, ils ne se sont point occupés 
d'en démontrer les principes. Ceux qui les ont suivis, Euler, d'Alem- 
bert, etc., ont cherché à suppléer à ce défaut en faisant voir, par des 
applications particulières, que les différences qu'on suppose infini- 
ment petites doivent être absolument nulles et que leurs rapports, 
seules quantités qui entrent réellement dans le calcul, ne sont autre 
chose que les limites des rapports des différences finies ou indéfinies. 

Mais il faut convenir que cette idée, quoique juste en elle-même, 
n'est pas assez claire pour servir de principe à une science dont la cer- 
titude doit être fondée sur l'évidence, et surtout pour être présentée 
aux commençants; d'ailleurs, il me semble que, comme dans le Calcul 
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INTRODUCTION. 17 

différentiel, tel qu'on l'emploie, on considère et on calcule en effet 
les quantités infiniment petites ou supposées infiniment petites elles- 
mêmes, la véritable métaphysique de ce Calcul consiste en ce que 
l'erreur résultant de cette fausse supposition est redressée ou com- 
pensée par celle qui naît des procédés mêmes du calcul, suivant les- 
quels on ne retient dans la différentiation que les quantités infiniment 
petites du même ordre. Par exemple, en regardant une courbe comme 
un polygone d'un nombre infini de côtés chacun infiniment petit, et 
dont le prolongement est la tangente de la courbe, il est clair qu'on 
fait une supposition erronée; mais l'erreur se trouve corrigée dans le 
calcul par l'omission qu'on y fait des quantités infiniment petites. 
C'est ce qu'on peut voir aisément dans des exemples, mais dont il serait 
peut-être difficile de donner une démonstration générale. 

Newton, pour éviter la supposition des infiniment petits, a considéré 
les quantités mathématiques comme engendrées par le mouvement, et 
il a cherché une méthode pour déterminer directement les vitesses ou 
plutôt le rapport des vitesses variables avec lesquelles ces quantités 
sont produites; c'est ce qu'on appelle, d'après lui, la Méthode des 
fluxions ou le Calcul fluxîonnel, parce qu'il a nommé ces vitesses 
fluxions des quantités. Cette Méthode ou ce Calcul s'accorde, pour le 
fond et pour les opérations, avec le Calcul différentiel, et n'en diflère 
que par la Métaphysique, qui paraît en effet plus claire, parce que 
tout le monde a ou croit avoir une idée de la vitesse. Mais, d'un côté, 
introduire le mouvement dans un calcul qui n'a que des quantités algé- 
briques pour objet, c'est y introduire une idée étrangère et qui oblige 
à regarder ces quantités comme des lignes parcourues par un mobile; 
de l'autre, il faut avouer qu'on n'a pas même une idée bien nette de 
ce que c'est que la vitesse d'un point à chaque instant lorsque cette 
vitesse est variable, et l'on peut voir, par le savant Traité des fluxions 
de Maclaurin, combien il est difficile de démontrer rigoureusement la 
Méthode des fluxions et combien d'artifices particuliers il faut employer 
pour démontrer les différentes parties de cette Méthode. 

Aussi Newton lui-même, dans son Livre des Principes, a préféré, 
IX. 3 
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18 THÉORIE DES FONCTIONS. 

comme plus courte, la Méthode des dernières raisons des quantités 
évanouissantes, et c'est aux principes de cette Méthode que se réduisent 
en dernière analyse les démonstrations relatives à celle des fluxions. 
Mais cette Méthode a, comme cçlle des limites dont nous avons parlé 
plus haut, et qui n'en est proprement que la traduction algébrique, le 
grand inconvénient de considérer les quantités dans l'état où elles 
cessent, pour ainsi dire, d'être quantités, car, quoiqu'on conçoive 
toujours bien le rapport de deux quantités tant qu'elles demeurent 
finies, ce rapport n'offre plus à l'esprit une idée claire et précise aus- 
sitôt que ses termes deviennent l'un et l'autre nuls à la fois. 

C'est pour prévenir ces difficultés qu'un habile géoihètre anglais, 
qui a fait dans l'Analyse des découvertes importantes, a proposé dans 
ces derniers temps de substituer à la Méthode des fluxions, jusqu'alors 
suivie scrupuleusement par tous les géomètres anglais, une autre Mé- 
thode purement analytique, et analogue à la Méthode différentielle, 
mais dans laquelle, au lieu de n'employer que les différences infini- 
ment petites ou nulles des quantités variables, on emploie d'abord des 
valeurs différentes de ces quantités, qu'on égale ensuite, après avoir 
fait disparaître par la division le facteur que cette égalité rendrait nul. 
Par ce moyen, on évite à la vérité les infiniment petits et les quantités 
évanouissantes; mais les procédés et les applications du calcul sont 
embarrassants et peu naturels, et l'on doit convenir que cette manière 
de rendre le Calcul différentiel plus rigoureux dans ses principes lui 
fait perdre ses principaux avantages, la simplicité de la méthode et la 
facilité des opérations. (Voir l'Ouvrage intitulé The residual Analysis a 
new branch of the algebric art, by John Landen, London, 1764, ainsi 
que le Discours publié par le même Auteur, en 1758, sur le même 
objet.) 

Ces variations dans la manière d'établir et de présenter les principes 
du Calcul différentiel, et même dans la dénomination de ce Calcul, 
montrent, ce me semble, qu'on n'en avait pas saisi la véritable théorie, 
quoiqu'on eût trouvé d'abord les règles les plus simples et les plus 
commodes pour le mécanisme des opérations. 
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INTRODUCTION. 10 

On trouvera de nouvelles considérations sur cet objet dans la pre- 
mière Leçon sur le Calcul des fonctions. 

Dans un Mémoire imprimé parmi ceux de l'Académie de Berlin, de 
1772, et dont l'objet était l'analogie entre les différentielles et les 
puissances positives et entre les intégrales et les puissances négatives, 
j'avançai que la théorie du développement des fonctions en série con- 
tenait les vrais principes du Calcul différentiel, dégagés de toute con- 
sidération d'infiniment petits ou de limites, et je démontrai par cette 
théorie le théorème de Taylor, qui est le fondement de la méthode des 
séries, et qu'on n'avait encore démontré que par le secours de ce Calcul 
ou par la considération des différences infiniment petites. 

Depuis, Arbogast a présenté à l'Académie des Sciences un Mémoire 
où la même idée est exposée avec des développements et des applica- 
tions qui lui appartiennent. Mais, l'Auteur n'ayant encore rien publié 
sur ce sujet (*), et m'étant trouvé engagé par des circonstances parti- 
culières à développer les principes généraux de l'Analyse, j'ai rappelé 
mes anciennes idées sur ceux du Calcul différentiel, et j'ai fait de nou- 
velles réflexions tendant à les confirmer et à les généraliser; c'est ce 
qui a occasionné cet écrit, que je ne me détermine à publier que par 
la considération de l'utilité dont il peut être à ceux qui étudient cette 
branche importante de l'Analyse. 

11 peut, au reste, paraître surprenant que cette manière d'envisager 
le Calcul différentiel ne se soit pas offerte plus tôt aux géomètres, et 
surtout qu'elle ait échappé à Newton, inventeur de la Méthode des 
séries et de celle des fluxions. Mais nous observerons à cet égard qu'en 
effet Newton n'avait d'abord employé que la simple considération des 
séries pour résoudre le problème troisième du second Livre des Prin- 
cipes, dans lequel il cherche la loi de la résistance nécessaire pour 
qu'un corps pesant décrive librement une courbe donnée, problème 
qui dépend naturellement du Calcul différentiel ou fluxionnel. On sait 
que Jean Bernoulli trouva cette solution fausse en la comparant avec 

(*) L'Ouvrage que feu Arbogast a donné, en 1800, sous le titre de Calcul des dérivations, 
a un objet différent, comme l'Auteur en avertit lui-même à la fin de sa Préface. 
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celle qui résulte du Calcul différentiel, et son neveu, Nicolas, prétendit 
que Terreur venait de ce que Newton avait pris le troisième terme de la 
série convergente, dans laquelle il réduisait l'ordonnée de la courbe 
donnée, pour la différentielle seconde de cette ordonnée, et le qua- 
trième pour la différentielle troisième, au lieu que, suivant les règles 
du Calcul différentiel, ces termes ne sont, l'un que la moitié, l'autre 
que la sixième partie des mêmes différentielles. (Voir les Mémoires de 
l'Académie des Sciences de 171 1 et le Tome I des Œuvres de Jean Ber- 
noulli.) Newton, sans répondre, abandonna entièrement sa première 
Méthode et donna, dans la seconde édition des Principes, une solution 
différente du même problème, fondée sur la méthode même du Calcul 
différentiel. Depuis, on n'a plus parlé de l'application de la Méthode 
des séries à ce genre de problèmes que pour avertir de la méprise 
dans laquelle Newton était tombé et faire sentir la nécessité d'avoir 
égard à l'observation de Nicolas Bernoulli. (Voir Y Encyclopédie, aux 
articles Différentiel, Force.) Mais nous ferons voir que cette méprise ne 
vient point du fond de la méthode, mais simplement de ce que Newton 
n'a pas tenu compte de tous les termes auxquels il fallait avoir égard, 
et nous rectifierons de cette manière sa première solution, dont aucun 
des commentateurs des Principes n'a fait mention. 

L'objet de cet Ouvrage est de donner la théorie des fonctions, con- 
sidérées comme primitives et dérivées, de résoudre par cette théorie 
les principaux problèmes d'Analyse, de Géométrie et de Mécanique, 
qu'on fait dépendre du Calcul différentiel, et de donner par là à la 
solution de ces problèmes toute la rigueur des démonstrations des 
Anciens. 
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PREMIERE PARTIE. 

EXPOSITION DE LA THÉORIE, AVEC SES PRINCIPAUX USAGES DANS L'ANALYSE. 



CHAPITRE PREMIER. 



DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE D*UNE FONCTION D'UNE VARIABLE LORSQU'ON ATTRIBUE 
UN ACCROISSEMENT A CETTE VARIABLE. FORMATION SUCCESSIVE DES TERMES DE 
LA SÉRIE. THÉORÈME IMPORTANT SUR LA NATURE DE CES SÉRIES. 



1. Nous désignerons en général par la caractéristique/ou F, placée 
devant une variable, toute fonction de cette variable, c'est-à-dire toute 
quantité dépendante de cette variable et qui varie avec elle suivant une 
loi donnée. Àinsi/(x) ou F(a?) désignera une fonction de la variable x; 
f{x 2 ),f(a H- bx), . . . désigneront des fonctions de x 2 , de a -h bx, . 

Pour marquer une fonction de deux variables indépendantes, comme 
dex 9 y, nous écrirons f(& t y) 9 et ainsi des autres. 

Lorsque nous voudrons employer d'autres caractéristiques pour mar- 
quer les fonctions, nous aurons soin d'en avertir. 

Considérons donc une fonction /(a?) d'une variable quelconque x. 
Si à la place de a? on y met x-\-i, i étant une quantité quelconque 
indéterminée, elle deviendra /(x -h *), et, par la théorie des séries, on 
pourra la développer en une série de cette forme 

f[x) -t- pi 4- qi- -f- r/ 3 -h. . ., 
dans laquelle les quantités p, q, r, . . ., coefficients des puissances de i, 
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22 THÉORIE DES FONCTIONS. 

seront de nouvelles fonctions de x % dérivées de la fonction primitive x 
et indépendantes de l'indéterminée i. 

2. Mais, pour ne rien avancer gratuitement, nous commencerons par 
examiner la forme même de la série qui doit représenter le dévelop- 
pement de toute fonction /(#) lorsqu'on y substitue x + ik la place 
de x, et que nous avons supposée ne devoir contenir que des puis- 
sances entières et positives de i. 

Cette supposition se vérifie en effet par le développement des diffé- 
rentes fonctions connues; mais personne, que je sache, n'a cherché à 
la démontrer a priori, ce qui me paraît néanmoins d'autant plus néces- 
saire, qu'il y a des cas particuliers où elle ne peut pas avoir lieu. 
D'ailleurs, le Calcul différentiel porte expressément sur cette même 
supposition, et les cas qui font exception sont précisément ceux où ce 
Calcul a été accusé d'être en défaut. 

Je vais d'abord démontrer que, dans la série résultante du dévelop- 
pement de la fonctionna? -h *), il ne peut se trouver aucune puissance 
fractionnaire de t, a moins qu'on ne donne à x des valeurs particu- 
lières. 

En effet, il est clair que les radicaux de i ne pourraient venir que 
des radicaux renfermés dans la fonction primitive f{x), et il est clair 
en même temps que la substitution de x-\-i au lieu de x ne pourrait 
ni augmenter ni diminuer le nombre de ces radicaux, ni en changer la 
nature, tant que x et i sont des quantités indéterminées. D'un autre 
côté, on sait par la théorie des équations que tout radical a autant de 
valeurs différentes qu'il y a d'unités dans son exposant, et que toute 
fonction irrationnelle a, par conséquent, autant de valeurs différentes 
qu'on peut faire de combinaisons des différentes valeurs des radicaux 
qu'elle renferme. Donc, si le développement de la fonction /(x + i) 

pouvait contenir un terme de la forme ui n f la fonction /(x) serait né- 
cessairement irrationnelle et aurait par conséquent un certain nombre 
de valeurs différentes, qui serait le même pour la fonction /(x + i) f 
ainsi que pour son développement. Mais, ce développement étant re- 
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PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE I. 23 

présenté par la série 

m 

f[x) -hpi + qi 2 -{-. . .-hui^-h. . ., 

chaque valeur def(x) se combinerait avec chacune des n valeurs du 
radical \i m , de sorte que la fonction/(^-h«) développée aurait plus 
de valeurs différentes que la même fonction non développée, ce qui 
est absurde. 

Cette démonstration est générale et rigoureuse tant que x et i de- 
meurent indéterminés; mais elle cesserait de l'être si Ton donnait à 
x des valeurs déterminées, car il serait possible que ces valeurs détrui- 
sissent quelques radicaux dans /(x) qui pourraient néanmoins sub- 
sister dans f(x-t-i). Nous examinerons plus bas (Chap. V) ces cas 
particuliers et les conséquences qui en résultent. 

Nous venons devoir que le développement de la fonction /(«r -4- i) 
ne saurait contenir, en général, des puissances fractionnaires de i; il 
est facile de s'assurer aussi qu'il ne pourra contenir non plus des puis- 
sances négatives de i. 

Car, si parmi les termes de ce développement, il y en avait un de la 

forme ^> m étant un nombre entier positif, en faisant i= o, ce terme 

deviendrait infini; donc la fonction f(x ■+-«") devrait devenir infinie 
lorsque i=o; par conséquent, il faudrait que/(a?) devînt infinie, ce 
qui ne peut avoir lieu que pour des valeurs particulières de x. 

3. Nous étant ainsi assurés de la forme générale du développement 
de la fonction /{x h- i) f voyons plus particulièrement en quoi ce déve- 
loppement consiste et ce que signifie chacun de ses termes. 

On voit d'abord que, si l'on cherche dans cette fonction ce qui est 
indépendant de la quantité i, il n'y a qu'à faire i = o, ce qui la réduit 
à/(#). Ainsi /(x) est la partie de /(x + «) qui reste lorsque la quan- 
tité «devient nulle, de sorte que/(a?-hi) sera égale kf(x) 9 plus à une 
quantité qui doit disparaître en faisant i=o et qui sera par consé- 
quent ou pourra être censée multipliée par une puissance positive 
de i ; et, comme nous venons de démontrer que dans le développement 
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i\ef{x-\-i) il ne peut entrer aucune puissance fractionnaire de i, il s'en- 
suit que la quantité dont il s'agit ne pourra être multipliée que par une 
puissance positive et entière de i ; elle sera donc de la forme iP, P étant 
une fonction de x et i qui ne deviendra point infinie lorsque i = o. 
On aura donc ainsi 

donc/(a?-+-i) —f(x) = iP 9 et par conséquent divisible par i; la divi- 
sion faite, on aura 

r= fi* + ')—/[*) 

i 

Or, P étant une nouvelle fonction de x et t, on pourra de même en 
séparer ce qui est indépendant de i et qui, par conséquent, ne s'éva- 
nouit pas lorsque i devient nul. Soit donc/? ce que devient P lorsqu'on 
fait i=o; p sera une fonction de x sans i, et, par un raisonnement 
semblable au précédent, on prouvera que P =p -h iQ, iQ étant la partie 
de P qui devient nulle lorsque i = o, et Q étant une nouvelle fonction 
de x et i qui ne devient pas infinie lorsque * = o. 

On aura donc P— /; = *Q, et par conséquent divisible par i; la di- 
vision faite, on aura 

Soit q la valeur de Q en y faisant i = o; q sera une fonction de x sans 
/, et la partie de Q qui devient nulle lorsque i devient nul sera, 
comme ci-dessus, de la forme iR, R étant une fonction de x et i qui 
ne deviendra pas infinie lorsque i.= o et qu'on trouvera en divisant 
Q — q par i, et ainsi de suite* 
On aura, par ce procédé, 

/(* + i)=/(*)+iP f P=j> + iQ, Q = 9 + iR v R = r+iS, ...; 

donc, substituant successivement, 

f[x + i) =/(*) -h l'P =/(*) -+•!> + i a Q =/(*) -4- i> -f- i a ? -h i 3 R = . . , 

ce qui donnera, pour le développement de/(a? + «), une série de la 
forme que nous avons supposée au commencement. 
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4. Soit, par exemple, /( x) — -; on aura 

/(* + ') 



X 

I 



» 



donc 

■n ii i n i 

( P = . — - — ; rr > P = — — rri D — . 



]_ g p__ I I 

x 4- / x ~~ x*(.r4-i) .r(.r4-/) , ^ ~~ jp 2 



t{2 ~ 4r + i) + ^- ,r*(.r4-/)' L **(r4-i)* ? " x^' 

A* a (x4-/) x* x*[x-\-i) x*[x-±i) a? 1 ' 



ainsi Ton aura 

i i . i _ ï i / 2 i • i i 2 i 3 _ 

►4-/ — x x(x-hi) x x' 1 x-[x->ri) x x 2 a* 3 x*[x -h i) ~~ 

comme il résulte de la division actuelle. 
Prenons encore pour exemple la fonction irrationnelle \'x. On aura 

donc 

f[x) = ijx t f{x 4- i) -^7+7=^ + i P; 
donc 

/ P = yjX -T- I — >JX = ■ rzl P~ "J= ■ p) /> — ^> 

y'-r 4- * 4- v'*^ V^ ■+■ ' ■+■ V ^ * \^ x 

/q=p-/»=-=4 — =--4= 

\/.r -f- / -4- yx 2yr 

V-r — \Ar -f- / _ _ i 



2^x(^X + / 4- V^) ï^x(\/x -h I -t- ^r)* 

î^Y'J + i + ^J" 8x\'x 

_ i / - 2 j 4- 9. \/x \!x 4- i / ^_ y.r -t- / 4- ** \/.r 

, 2^j; ^x{)/x -h i -h \ f x) 2 t.\x I\x{\lx -\- i -h *JxY 



I\ = = . : =T7* ' 



tixy'x(\x 4-/4- ^Jt* ) l i(ix 2 ^x 

ix. 4 
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De sorte qu'on aura, de cette manière, 



^X- -f- I = ^ X H . =. = ^H = =r 



\jx -h i -h ^x i yjx i \Jx{\ ! x -h i -f- v^-) 2 



= \/x-{ = — 



\/x-+-i H- 3 v'ar 



=t;' 



2^ar 8x^x 8x^x(^x -+- i -h y'**) 3 



= ^H = — 



Cette dernière série est celle que Ton trouve par l'extraction actuelle 
de la racine carrée ou par la formule du binôme. 

5. Il serait difficile d'exécuter ces opérations sur des fonctions irra- 
tionnelles plus compliquées; mais, en faisant disparaître les irration- 
alités par rapport à la quantité i, l'application de la méthode n'aura 
plus de difficulté. 

Ainsi, en reprenant l'exemple précédent, on partira de l'équation 



^X -f- I = \X -H iP, 

qui, étant élevée au carré pour dégager 17 de dessous le signe radical, 
devient, après la division par i, 

i = aPv£-*-iP*. 

Faisant * — o, P devient /?, et l'on aura 

iz=ip\/x, d'où p== — =• 

1\JX 

On fera doncP = /> H-iQ, ce qui étant substitué, on aura, après la 
division par/, 

4* yjX 

Faisant i = o, Q devient q; donc on. aura 



i 



— +iq s /x = o 
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d'où l'on tire 

i 
q = =• 

8x^x 

On fera donc Q = q -h i'R f et ainsi de suite. 

On peut, à la vérité, trouver les valeurs de/?, q, r, ... d'une manière 
plus expéditive en faisant tout de suite l'équation 



sjx -f- 1 = \jx -+- pi -h qi* -h n' 3 -h . . . , 

l'élevant au carré pour dégager la quantité i de dessous le signe, et 
comparant ensuite les termes affectés des mêmes puissances de i pour 
que cette quantité puisse demeurer indéterminée, comme on le sup- 
pose; mais la méthode précédente a l'avantage de ne développer la 
série qu'autant qu'on veut et de donner la valeur exacte du reste. En 
effet, si l'on voulait, par exemple, s'arrêter au second terme pi % on 
aurait QP pour la valeur du reste, et Ton pourrait déterminer Q par 
la résolution de l'équation en Q. Dans l'exemple ci-dessus, cette équa- 
tion est 

|îQ , + Q (^ + _^ + _L =0 , 

et, pour la résoudre de manière que l'expression de Q ne présente pas 

la quantité i au dénominateur, il n'y a qu'à faire Q = y» ce qui réduira 
l'équation à cette forme, 

V 2 -f- 4V(ixfà + iiJx)-+-/ixi 2 =o, 

d'où l'on tire _ _ 

v = — 4# sjx — i i^x ± 4 x sl x ■+■ ' ; 

et, comme Q ne doit pas devenir infini lorsque * = o (n° 3), il faudra 
que V ne devienne pas nul dans le même cas; par conséquent, il faudra 
prendre le signe inférieur du radical; on aura ainsi 



V = — z^x[ix-hi) — /\xfa + i f 
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et de là 



Q = - 



i^x[ix -+- i) -+■ \x>ix -h i i^'x'^x-h i -T- V-**,/ 

comme plus haut. On en usera de même dans tous les cas semblables. 

6. Mais le principal avantage de la méthode que nous avons exposée 
consiste en ce qu'elle fait voir comment les fonctions/?, q 9 r, ... ré- 
sultent de la fonction principale /(a?), et surtout en ce qu'elle prouve 
que les restes *P, i"Q f iR, . . . sont des quantités qui doivent devenir 
nulles lorsque i = o 9 d'où l'on tire cette conséquence importante que, 

dans la série 

f[x) -+■ pi -h qi* -+- n 3 -r- . . . , 

qui naît du développement def(x-\-i) 9 on peut toujours prendre i 
assez petit pour qu'un terme quelconque soit plus grand que la somme 
de tous les termes qui le suivent, et que cela doit avoir lieu aussi pour 
toutes les valeurs plus petites de i. 

Car, puisque les restes iP, i'Q, i"R, ... sont des fonctions de «qui 
deviennent nulles, par la nature même du développement, lorsque 
i = o, il s'ensuit que, en considérant la courbe dont i serait l'abscisse 
et l'une de ces fonctions l'ordonnée, cette courbe coupera l'axe à l'ori- 
gine des abscisses, et, à moins que ce point ne soit un point singulier, 
ce qui ne peut avoir 'lieu que pour des valeurs particulières de a?, 
comme il est facile de s'en convaincre avec un peu de réflexion et par 
un raisonnement analogue à celui du n° 2, le cours de la courbe sera 
nécessairement continu depuis ce point; donc elle s'approchera peu à 
peu de Taxe avant de le couper et s'en approchera, par conséquent, 
d'une quantité moindre qu'aucune quantité donnée, de sorte qu'on 
pourra toujours trouver une abscisse i correspondant à une ordonnée 
moindre qu'une quantité donnée, et alors toute valeur plus petite 
de i répondra aussi à des ordonnées moindres que la quantité donnée. 

On pourra donc prendre i assez petit, sans être nul, pour que *P 
soit moindre que /(a?), ou pour que iQ soit moindre que p, ou pour 
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que iR soit moindre que q, et ainsi- des autres, et par conséquent pour 
que i 2 Q soit moindre que ip ou que i 3 R soit moindre que i 2 q, etc.; 
donc, puisque (n° 3) 

iV = ip + i*q -h /» r H- . . ., i'*Q = / 2 ç -t- J 3 r-h. . ., i*R= i 8 r-+-. . ., 

il s'ensuit qu'on pourra toujours donner à i une valeur assez petite 
pour que chaque terme de la série 

f[x) + ip-*-i*q-{-i*r-*-. . . 

devienne plus grand que la somme de tous les termes suivants, et 
alors toute valeur de i plus petite que celle-là satisfera toujours à la 
même condition. 

On doit regarder ce théorème comme un des principes fondamentaux 
de la théorie que nous nous proposons de développer; on le suppose 
tacitement dans le Calcul différentiel et dans celui des fluxions, et c'est 
par cet endroit qu'on peut dire que ces calculs donnent le plus de prise 
sur eux, surtout dans leur application aux problèmes géométriques et 
mécaniques. Les doutes qui pourrsjent rester sur la démonstration de 
ce théorème, parce que le procédé que nous avons employé pour trouver 
les restes iP, i"Q f iR, . . . n'est applicable qu'aux fonctions algébriques, 
seront levés dans le Chapitre V, où nous donnerons l'expression géné- 
rale de ces restes et la manière d'en déterminer les limites. 

7. Il faut remarquer, au reste, que la méthode .que nous venons de 
donner pour trouver successivement les termes de la série qui repré- 
sente une fonction de x-\-i, développée suivant les puissances de t, ne 
peut s'appliquer, en général, au développement d'une fonction de x 
et de i qu'autant que cette fonction est susceptible d'être réduite en 
une série qui procède suivant les puissances positives et entières de i, 
car le raisonnement du n° 2, par lequel nous avons prouvé que toute 
fonction de x h- i est, généralement parlant, susceptible de cette forme 
ne pourrait pas s'appliquer à une fonction quelconque de x et i. Mais, 
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dans les cas où cette réduction est possible, on pourra toujours appli- 
quer à la série résultante du développement suivant les puissances 
ascendantes de i la conséquence que nous en avons tirée dans le nu- 
méro précédent, savoir, que la quantité i pourra être prise assez petite 
pour qu'un terme quelconque de la série soit plus grand que tous ceux 
qui le suivent, pris ensemble. 
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CHAPITRE IL 

fonctions dérivées; leur notation et leur algorithme. 



8. Nous avons vu que le développement def(x-hi) donne naissance 
à différentes autres fonctions/?, y, r, . . . t toutes dérivées de la fonction 
principale f(x), et nous avons donné la manière de trouver ces fonc- 
tions dans des cas particuliers. Mais, pour établir une théorie sur ces 
sortes de fonctions, il faut rechercher la loi générale de leur dériva- 
tion. 

Pour cela, reprenons la formule générale 

f[x 4- 1 ) =f(x) -t- pi -t- qi 2 -t- ri* -+-... , 

et supposons que l'indéterminée x devienne x +o, o étant une quan- 
tité quelconque indéterminée et indépendante de i; il est visible que 
f(x-hi) deviendra /(x 4- i + o), et l'on voit en même temps que l'on 
aurait le même résultat en mettant simplement i-t-o a la place de i 
dans /(.r 4-*). Donc aussi, le résultat doit être le même, soit qu'on 
mette, dans la série /(a?) -+-/w + yp + ri*-ï-. .., « + o à la place de i f 
soit qu'on y mette x 4- o au lieu de x. 
La première substitution donnera 

savoir, en développant les puissances de 14-0, et n'écrivant, pour plus 
de simplicité, que les deux premiers termes de chaque puissance, 
parce que la comparaison de ces termes suffira pour les déterminations 
dont nous avons besoin, 

f[x) + pi + qi* + ri* + si* -h. . .-hpo -f- zqio-h 3ri 2 o 4- ^si*o 4- 
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Pour faire l'autre substitution, soient/(.r) +f'(x)o -h..., p+p'o + ..., 
q -+- q'<> -H . . . , r-h r'o -h . . . ce que deviennent les fonctions f{x) , p, 
q, r, ... en y mettant x-ho pour x et ne considérant dans le déve- 
loppement que les termes qui contiennent la première puissance de o; 
il est clair que la même formule deviendra 

f^x) ■+- pi -h<// 2 -f r/? •+$/' -t-. . . +f\x)o -h p'io + q'Po + r7 J o -h 

Comme ces deux résultats doivent être identiques quelles que soient 
les valeurs de i et de o, on aura, en comparant les termes affectés de o, 
de io, de ro, etc., 

P =/'[*)> *?=f'» 3 *■ = ?'# 4* = r '> 

Maintenant, de même que /'(a?) est la première fonction dérivée de 
/(a?), il est clair que p' est la première fonction dérivée de/?, que q' est 
la première fonction dérivée de q, r' la première fonction dérivée de r, 
et ainsi de suite. Donc, si, pour plus de simplicité et d'uniformité, on 
dénote par/'(#) la première fonction dérivée de /(a?), par/"(x) la 
première fonction dérivée de/' (a?), par/"(a?) la première fonction dé- 
rivée de /"(a?), et ainsi de suite, on aura 



donc 



donc 



donc 



p=f(x), et de là p'=f{x); 

gz=£- = ^-- 1 — , et de la q' = ^—^ — -, 

* 2 2 * 2 



r = r. — ■' \ \ eldola r' = '- — K -=-±\ 
3 2.3 2.3 



— ^ — / 1Y ( r] ' _ /l(f) . 

~~~ 4 2 «3 4 ~~ 2.3.4' 



et ainsi de suite. 

Donc, substituant ces valeurs dans le développement de la fonction 

f[x-\-i), on aura 
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Cette nouvelle expression à l'avantage de faire voir comment les termes 
de la série dépendent les uns des autres, et surtout comment, lorsqu'on 
sait former la première fonction dérivée d'une fonction primitive quel- 
conque, on peut former toutes les fonctions dérivées que la série 
renferme. 

9. Nous appellerons la fonction f(x) fonction primitive par rapport 
aux fonctions f'(x)> f"{x), ... qui en dérivent, et nous appellerons 
celles-ci fonctions dérivées par rapport à celle-là. Nous nommerons de 
plus la première fonction dérivée /' (x) fonction prime , la seconde 
fonction dérivée f" (x) fonction seconde, la troisième fonction dérivée 
f" (x) fonction tierce, et ainsi de suite. 

De la même manière, si y est supposée une fonction de x, nous déno- 
terons ses fonctions dérivées par y, y, y, . . ., de sorte que, y étant 
une fonction primitive, y sera sa fonction prime, y en sera la fonction 
seconde, y la fonction tierce, et ainsi de suite. 

De sorte que, x devenant x-\-i, y deviendra 

r + y l+ ^ + i_ + .... 

Ainsi, pourvu qu'on ait un moyen d'avoir la fonction prime d'une 
fonction primitive quelconque, on aura, par la simple répétition des 
mêmes opérations, toutes les fonctions dérivées, et par conséquent 
tous les termes de la série qui résulte du développement de la fonction 
primitive. 

Au reste, pour peu qu'on connaisse le Calcul différentiel, on doit 
voir que les fonctions dérivées y, y, y, . . ., relatives à x, coïncident 

, . dr d 2 r d*r 

avec les expressions —^ -r-^> -r-^» — 



IX. 
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CHAPITRE III. 



FONCTIONS DÉRIVÉES DES PUISSANCES, DES QUANTITÉS EXPONENTIELLES ET 
LOGARITHMIQUES, DES SINUS, COSINUS ET DES EXPRESSIONS COMPOSÉES 
DE CES FONCTIONS SIMPLES. ÉQUATIONS DÉRIVÉES. 



10. Puisque tout se réduit à trouver la première fonction dérivée 
d'une fonction donnée, nous allons donner des règles générales pour 
la formation des fonctions dérivées des principales quantités qu'on 
emploie dans l'Analyse. 

Par ce que nous venons de démontrer, on voit que la fonction dé- 
rivée/'^) d'une fonction donnée f(x) de la variable x n'est autre 
chose que le coefficient de i dans le premier terme du développement 
de cette fonction, après la substitution de x-hih la place de i. Ainsi il 
ne s'agit que de trouver ce premier coefficient. 

Soit donc d'abord f{x) = x" 1 ; on aura 

f(x + i) = (x + i) m ; 

or il est facile de démontrer, soit par les simples règles de l'Arithmé- 
tique, soit par les premières opérations de l'Algèbre, que les deux pre- 
miers termes de la puissance m du binôme x-\-i sont x ni -hmoo m '-'/, 
soit que m soit un nombre entier ou fractionnaire, positif ou négatif; 

ainsi on aura 

f'{x) = mx m *. 

De là on tirera de la même manière 

/"(*) — m(/n — \)x m ~*, f m [x)=m{m — i) (m— i) *>»-*, ..., 
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de sorte qu'on aura, par la formule générale du n" 8, 

( J r+i)"=x»+j«x"-'i+ ,w(w ~' ) ^-»/»+ m(m " ,) i ,w ~ a) x»-»i»+.... 

2 2.3 

ce qui est la formule connue du binôme, laquelle se trouve ainsi dé- 
montrée pour toutes les valeurs de m. 

11. Soit en second \ie\x/(œ) = a T ; on aura 

f[x + i ; = û xW = a r aL 

Ainsi tout se réduit à trouver les deux premiers termes de la série de a\ 
développée suivant les puissances de i. 
Soit, pour cela, a = i-hb; alors 

x ' 2 2.3 

par la formule que nous venons de démontrer. Développant les pro- 
duits de i, i— i, i — 2, ... et ordonnant les termes suivant les puis- 
sances de i, on trouvera que les termes multipliés par i forment cette 

série i ( u -+- -^ j • 

Donc, faisant pour abréger 

A — 6 h -»■ = « — i — -4- - — n— > 

2 3 V J 2 3 

les deux premiers termes de la valeur de a 1 en série seront 1 -+- Ai*; on 
aura par conséquent 

f{x) = Aa*. 

On tirera de la, par la même opération répétée, 

f { x)=A.Aa JC —A 2 a*, j"[x) = A*a e , ...; 

on aura ainsi 

(A 2 1 a A 8 1 * \ 
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Divisant par a x et changeant i en x, on aura la série connue 

A 2 * 2 A 3 * 3 

a x = i + An 1 - -+-••• 

2 2.3 

12. Si dans cette formule on fait a?= i, on aura 

. A 2 A 3 

a t=z i -+- A h 1 s H 1 

2 2.3 

et, si Ton fait x = 4-' on aura 

A 

1 

A î I I 

2 2.3 2.J.4 

1 

Ainsi la quantité a x esl égale à un nombre constant, qui est la valeur 
de a, lorsque A = 1 , et par la série précédente on trouve 

1 
a* =2 2,71828 1828459045. . . . 

C'est le nombre qu'on désigne ordinairement par e, de sorte que la 

relation entre a et A se trouve exprimée d'une manière finie par Féqua- 

1 
tion a x = e, laquelle donne a = e K . 

Donc, si/( x) = e? tx , on aura a = e m , A = m, et par conséquent 
f[<x) = me mjc 9 f"{x) = m*e mjc f /"(*) = m 3 e mjr , ..., 
d'où l'on tirera, comme ci-dessus, 

m 2 x 2 m'a: 3 



e mx z=L x .4. mx _4- 



2.3 



Or, dans l'équationj = a x , x est ce qu'on appelle le logarithme dej, 
a étant la base du système logarithmique, c'est-à-dire le nombre dont 
le logarithme est l'unité, de sorte que cette équation donne x = \ogy 

pour la base a. Par la même raison, l'équation a k = e donnera -r = loge 
pour la base a et A = loga pour la base e. 

Dans le système des logarithmes ordinaires, la base a a été prise 
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égale à 10, parce que ces logarithmes sont plus commodes pour le 
calcul arithmétique; mais dans l'Analyse on préfère, comme plus 
simple, le système dont la base est le nombre e; c'est le système des 
logarithmes de Neper, qu'on nomme communément logarithmes hyper- 
boliques, parce qu'ils sont représentés par l'aire de l'hyperbole équi- 
lalère entre ses asymptotes, et on les désigne par la simple caracté- 
ristique 1. Ainsi on a A = la; par conséquent, la fonction prime de 
la fonction a* est exprimée par a x \a (numéro précédent). 

Au reste, commea = <? A , on aura a = e la f et par conséquent a x =e? Xa , 
moyennant quoi on peut réduire toutes les exponentielles à la même 
base e. 

13. Soit donc, en troisième lieu,/(a?)= loga?; on aura, par la nature 
des logarithmes, x = a fix K Or, x devenant x-hi,f(x) devient 

Faisant, pour abréger, o = if\x) -+- —f\x) H- . . ,, l'équation x = a^ J '> 
deviendra, en y mettant x -+- i pour x e\f(x) + o pour/(#), 

x -+■ i = afM+° = af(*Ka°, 

et, divisant cette équation par la précédente, on aura 

i n â A 2 o* , , . .. , 

i H — = a°= i+Aoh h. . . (numéro precedenl). 

X 2 

Effaçant l'unité de part et d'autre, et divisant par i, après avoir substitué 
la valeur de o, on aura, en ordonnant suivant les puissances de i, 

j = A/'(*)+î[A i ri J r)+A^(*)] + .... 

La quantité i étant et devant demeurer indéterminée, il faudra que 
cette équation se vérifie indépendamment de cette quantité ; par con- 
séquent, tous les termes affectés d'une même puissance de i devront 
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se détruire d'eux-mêmes et former autant d'équations à part. On aura 
donc ainsi 

± = kf(x) 9 À/''(*)-f-À'/'*(*)==o, 

et ainsi de suite. 
Donc,/(#) étant égal à log#, on aura, en général, 

et de là, par la formule générale du n° 10, on tirera 

/"(*> = -sn-a' /!-) = ^i» /"(*)=- èh> •••• 

valeurs qui satisfont, comme l'on voit, aux différentes équations 
trouvées ci-dessus. Ainsi, par la substitution de ces valeurs dans la 

série f{x) + if\x) H — f'\ x ) -+-..., on aura sur-le-champ 
log(:r -h i) = \o%x 4 = 



x\a zx 2 \a 3x A \a 
Faisant x = i et changeant i en x 9 on aura la formule connue 

X* X* 

lo gl i -f- *) = j^ 

Pour les logarithmes hyperboliques où le = i, on aura simplement 

/(*) = 1*, /'(*)=». /"(*) = - i* -•• 

14. Les sinus et cosinus d'angles considérés analytiquement ne sont 
que des expressions composées d'exponentielles imaginaires; ainsi, 
on peut déduire leurs fonctions dérivées de celles de ces exponen- 
tielles. 

Soit donc, en quatrième lieu, /(a?) = sin#; comme on a 

pjry/-l f>-jc\/--i e x ^~^ ■+- e-*tf-~i 

sin^r= = 9 cosx= , 

i y ' — i '** 
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on fera 

/(*)= = » 

2y — i 

et l'on aura (n° 12), en mettant ±:\ — i au lieu de m dans e mx , 

/'(or) = = cosar. 

De même, en faisant 

/(*) = cos * = ' 

on trouvera 

j (x) = v * — ~" sin jr. 

Connaissant ainsi les fonctions primes des fonctions sin.r, cos.r, on en 
déduira facilement toutes les autres fonctions dérivées. 

En effet, puisque/^) = sina? a donné/'(;r) = cos«r et que/(#) = cos.r 
a donné/'(a?)=: — sinar, on aura, pour/(#) = sin;r, 

/'(*) = cosx, /"(#) = — sin*, /"(*) — — cosjt, /'"[*) = s\nx, ..., 

et, pour /(a?) = cos#, on aura 

f'(x) = — s\nx, f"[x) = — cosx 9 f m (x)=zsinx 9 f ,y (x)=zcosx, .... 

D'après ces formules, on aura. sur-le-champ les séries 

i 2 i 3 i 1 

sin (x -+- 1 ) = sinx -h i cos* s\t\x - cosx h r— r sina? -h . . . , 

v ' i 2.J 2. 3. 4 

|î |3 |l 

cos( x -4- / 1 = cos* — i sin* cos* H sin* h 5— > cos-r — . . . , 

x 2 2.3 ï.3. 4 

d'où, en faisant x = o et changeant « en j?, on tire les séries connues 

# 3 a? 5 x 2 x % 

sin* z=x — — r H .,— y-= — ... » cos* = i 



2.3 2.3.4.5 2 2.3.4 

15. Les fonctions a? 1 , a x , \x, sina?, cosx que nous venons de con- 
sidérer doivent être regardées comme les fonctions simples analytiques 
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d'une seule variable. Toutes les autres fonctions de la même variable 
se composent de celles-là par addition, soustraction, multiplication ou 
division, ou sont données en général par des équations dans lesquelles 
entrent des fonctions de ces mêmes formes. Ainsi, connaissant les 
fonctions primes des fonctions simples que nous venons d'examiner, on 
trouvera aisément les fonctions primes des fonctions composées, et, 
par les mêmes opérations répétées, on aura successivement les fonc- 
tions secondes, tierces, etc. 

Soient p, q> r, ... des fonctions simples de x, dont p' 9 q', r\ ... 
soient les fonctions primes connues par les règles précédentes, et 
qu'on demande la fonction prime y' d'une fonction y composée de p, 
q, r, ... ; on considérera que, x devenant x-h i, y devient en général 

y + y'i ■+• — t 1 (n° 9). Or/?, q 9 r, ... deviennent en même temps 

p -h pi -h..., q -\- q'i h-..., r+r'(4-..., et ainsi des autres. Il n'y 
aura donc qu'a substituer ces valeurs dans l'expression dey, déve- 
lopper les termes suivant les puissances de i, et le coefficient de «sera 
la valeur cherchée de y\ é 

Ainsi, si y = ap -+- bq 4-. . ., a, b, ... étant des coefficients constants 
quelconques, on aura sur-le-champ 

r ' == ap'+bq' + .... 
Si y = apq, la quantité pq deviendra 

( p -H ip ' -h . . . ) ( q + 1 q ' 4- . . . ) = pq 4- 1 ( p ' q 4- q 'p) 4- . . . ; 

donc 

y J = ap'q 4- aq'p. 

Si y = apqr, on trouvera de la même manière 

y = ap'qr 4- aq'pr 4- ar'pq, 
et ainsi de suite. 

Si/= ^i la quantité - deviendra 

pjh ip' -f j . . 
q + iq' + ••• ' 
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Développant le dénominateur en série par les règles connues, on aura 

„ + * + ...,(i-$ + ".)= f ' + /($-2) + .., 

donc 

r q q* 

16. Soit, en général, y=/(p); en regardant /(/?) comme une fonc- 
tion primitive de/?, sa fonction prime sera /'(/?), en sorte quç, p deve- 
nant p-ho (j'emploie ici la quantité indéterminée o à la place de la 
quantité indéterminée i, qui désignera toujours l'augmentation indé- 
terminée de x),f(p) deviendra (n° 8) 

f(p) + of'(p) + ^f>(p) + .... 

Or, p étant une fonction de x f lorsque x devient x-hi, p devient 
(n<> 8) 



i*p* 



donc, faisant o = ip'-\ — p" + --->f(p) deviendra, par la substitution 
de x -+- i à la place de x, 

f[p) + <>'/'(/>) + %W*r{p) +pT(p)î +• • ■! 
par conséquent, on aura 

y=p'f[p)' 

d'où résulte ce principe, que la fonction prime d'une fonction d'une 
quantité qui est elle-même une fonction d'une autre quantité est égale 
au produit des fonctions primes des deux fonctions. 

Supposons maintenant quey soit une fonction de/? et de q, que nous 

désignerons par/(/?, q); il s'agit donc de substituer x + i à la place 

de x dans les deux fonctions/? et q. Or il est visible que l'on doit avoir 

le même résultat, soit qu'on fasse ces deux substitutions à la fois ou 

IX. 6 
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successivement, puisque les quantités p et q sont regardées comme 
indépendantes. 

En substituant d'abord x -+- i à la place de x dans la fonction /?, la 
fonction f(p, q) 9 regardée seulement comme fonction de/*, devient 

f[p>9) + 'p'f'[p) +•••; 

j'écris simplement /'(/>) pour désigner la fonction prime def(p 9 g), 
prise relativement à/> seul, q étant regardée comme constante. Substi- 
tuons maintenant o? + j pour x dans y; la fonction f(p 9 q) deviendra 
pareillement 

°"/(5 r ) représente la fonction prime def(p, q) f prise relativement à ^ 
seul, /? étant regardée comme constante. Quant au terme ip'f\p), il est 
visible que, par cette nouvelle substitution, il se trouverait augmenté 

de termes multipliés par i 2 , i 3 , Ainsi les deux premiers termes de 

la série provenant du développement de/(p 9 q) f après la substitution 
de x -+- 1 pour a?, seront simplement 

/(?.«) + «[pT(^) + »'/ f (î)]." 
de sorte qu'on aura 

f = prf{p) + ff{q). 

Si y était Une fonction de/?, q, r, représentée par/(/>, y, r), on trou- 
verait de la même manière 

r'=p'f'(p) + q'f'{q) + r'f'[r), 
et ainsi de suite. 

D'où il est aisé de tirer cette conclusion générale, que la fonction 
prime d'une fonction composée de différentes fonctions particulières 
sera la somme des fonctions primes relatives à chacune de ces mêmes 
fonctions, considérées séparément et indépendamment Tune de l'autre. 

Ce principe, combiné avec le précédent, suffira pour trouver les 
fonctions primes de toutes sortes de fonctions, ainsi que les autres 
fonctions dérivées des ordres supérieurs. 
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Ainsi, en supposant X une fonction quelconque de x, les fonctions 
primes de 



seront 



X 

.X TO , IX, a , sinX, cosX, 



roX»-«X\Ç, a X X'\a 9 X'cosX, -X'sinX, ..., 



et leurs fonctions secondes 

/nX^r+/n(m-i)X^p, Ç - ^, a X X"la + a X X'*(la) 2 , 
X"cosX-X'*sinX, -X" *inX-X' 2 cosX, ..., 
et ainsi de suite. 

17. Mais la fonction y pourrait n'être donnée que par une équation 
quelconque entre x et y. 

Représentons cette équation, en général, par ¥(x 9 y) = o; on aura, 
par la résolution, y égal à une certaine fonction de x, qu'on pourra 
désigner par f(x), de sorte que, en substituant /(x) pour y dans la 
fonction Y(x, y), elle deviendra ¥[x,f(x)] 9 fonction de x seul que 
nous désignerons par <f(x). Cette fonction y(x) devra donc être nulle 
quelle que soit la valeur de x. Donc elle le sera aussi en mettant x -+- i 
pour x, quelle que soit la valeur de i. Mais, par cette substitution, 
<p(a?) devient 

/a 

ç(tf) + !>'(*} + -?*(*) + ...; 

donc, pour que i puisse être une quantité quelconque, il faudra que 
l'on ait séparément les équations 

ç(4r) = o, <f'(x) = o, <ç"[x) = o, ..., 

dont la première est l'équation donnée, la seconde est sa fonction 
prime, la troisième sa fonction seconde, etc. 

Or, puisque <f{x) = ¥[x,f(x)] =T(x, y), <p'(a?) sera la fonction 
prime de ¥(x,y), y étant regardée comme fonction de x, et, par le 
principe établi dans le numéro précédent, cette fonction prime sera 
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exprimée par ¥'(x) H-y'F'(j'), en désignant par ¥'(x) et ¥'{y) les fonc- 
tions primes de la fonction ¥(x, y), prises relativement à # seul et à y 
seul. 

Donc l'équation F(#, y) = o donnera 

F'(*)+j-'F'(/-) = o, 
d'où Ton tire 

r ~ F'(r) 

Ayant ainsi la valeur de la fonction prime j' en fonction de a? et y, 
on aura celle de y" en prenant la fonction prime de cette fonction, et 
ainsi de suite. 

Il résulte de l'analyse précédente ce principe : 

Lorsqu'on a une équation quelconque entre deux variables x, y, 
l'équation subsistera encore entre les fonctions primes de tous ses 
termes, ainsi qu'entre leurs fonctions secondes, etc. Nous appellerons 
ces nouvelles équations équations dérivées, et en particulier équations 
primes, équations secondes, etc., celles qu'on obtient en prenant les 
fonctions primes, secondes, etc. 

Si l'équation ne contenait qu'une seule variable qui dût demeurer 
indéterminée, ce qui a lieu dans les équations identiques, le même 
principe subsisterait, et l'on aurait également une équation prime, 
une équation seconde, etc., qui seraient aussi identiques. 

Les Leçons III, IV, V, VI et VII sur le Calcul des fonctions renferment 
un commentaire sur les principaux points que nous venons de traiter 
dans ce Chapitre; on y trouvera des développements utiles et impor- 
tants et des applications nouvelles. 
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CHAPITRE IV. 



DIGRESSION SUR LA MANIÈRE DE DÉDUIRE LES SÉRIES QUI EXPRIMENT LES 
EXPONENTIELLES, LES LOGARITHMES, LES SINUS, COSINUS ET LES ARCS 
DE SIMPLES CONSIDÉRATIONS ALGÉBRIQUES. 



18. Les séries qui représentent les quantités exponentielles et loga- 
rithmiques, ainsi que les sinus et les cosinus, ont été trouvées d'abord 
par le Calcul différentiel. Halley est, je crois, le premier qui ait ima- 
giné de déduire celles des exponentielles et des logarithmes de la for- 
mule de Newton pour les puissances du binôme [Transactions philo- 
sophiques, n° 216), en employant la considération de l'infini ou de 
l'infiniment petit. Cette méthode a été suivie par Euler et étendue aux 
sinus et cosinus' dans les Chapitres VII et VIII du premier Tome de 
son Iniroductio in Analysin, etc. Mais, quoiqu'elle puisse être admise 
en Analyse, on ne saurait disconvenir qu'elle n'a pas l'évidence ni 
même la rigueur qu'on doit désirer dans les éléments d'une science, 
et nous croyons qu'on nous saura gré de nous écarter ici un moment 
de notre marche pour donner une démonstration des mêmes formules, 
fondée aussi uniquement sur celle du binôme, mais dégagée de toute 
considération de l'infini. Nous donnerons même à ces formules une 
généralisation qui servira à rendre les séries aussi convergentes qu'on 
voudra dans tous les cas. 

Considérons l'équation générale 



dans laquelle x est le logarithme de y pour la base a; mettons à la 
place de a, i -f- a— i, ce qui est la même chose, et ensuite à la place 
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.r 

de (i -ha — i) x , [(i -ha— t)*]"f ce q u * est encore la même chose que 



a r ; on aura 



r = [(i-ha-r)"]«, 



n étant une quantité quelconque qui disparait d'elle-même dans la 
valeur de y. 
Je développe maintenant le binôme (i -+- a — i)" dans la série 

, N n[n — i), .„ n[n — \)[n — 21, ,. 

, + »(«-,) + l - ! (g-î) 3 +^ ^ *(a -i)» + ... f 

et j'ordonne les termes suivant les puissances de n; j'aurai 

(i + û-i)' l = H-An + Bn 2 + . . ., 

les coefficients A, B, . . . étant donnés en a, et il est aisé de voir qu'on 
aura d'abord 

V ' 2 3 

cette quantité A étant la même que celle du n° 1 1 ; à l'égard des autres 
coefficients, nous n'aurons pas besoin de les chercher, puisqu'ils dis- 
paraîtront du calcul, comme on va le voir. 
Faisant cette substitution, nous aurons 

et, développant à la manière du binôme, il viendra 

y = , + £ ( An + B/i 2 -f- . . .) + llf-ZjO (An + Bu' -h . . . ) 2 

x[x — n)[x—?n) lk ~ . w 

2.3/1* v ' 

savoir, en effaçant les puissances de n communes aux numérateurs et 
aux dénominateurs, 

r =H-*(A + Bii + ...) + ^^(A+Bn -+-... Y 

xlx — n) (ar — in) , . „ .. 
-h — \z iA+B»+.. . 3 4- 

2.3 V ' 



Digitized by 



Google 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE IV. M 

Maintenant, comme la quantité n est arbitraire et doit, par la nature 
même de la fonction/, disparaître de l'expression de cette fonction, 
il faudra que tous les termes multipliés par chaque puissance de n se 
détruisent mutuellement. Ne tenant donc aucun compte de ces termes, 
qui doivent disparaître d'eux-mêmes quel que soit n, on aura sim- 
plement 

tf 2 À 2 x*k* 

r=za x =\-t-XA-\ 1 r- -4- • • • * 

J 2 2.3 

comme plus haut (n° 11 ). 

19. Cherchons de la même manière la valeur de x en y. Pour cela, 
nous mettrons l'équation a x =y sous la forme 

(i + a-i)^=(i+ i r-i)", 

qui est identique avec la précédente, et où n est encore une quantité 
quelconque à volonté, qui ne doit point entrer dans la valeur de x 
en y. 
Développant les deux membres à la manière du binôme, on aura 

, , nx(nx — i) . . nxinx — i)(nx — i) 

2 2 • O 

savoir, en effaçant l'unité de part et d'autre et divisant par n, 

*(« — 1) -f- — * ; (a — i) 2 H ^ - (a—i) 8 -h. . . 

= (r-0 + -^-(r-*) 2 -*-- ^73 (r-O- 8 -*----- 

Or, n étant, comme nous l'avons déjà dit, une quantité entièrement 
arbitraire et qui ne doit pas entrer dans l'expression de x en y, il faudra 
que les termes multipliés par les différentes puissances de n se dé- 
truisent d'eux-mêmes, en sorte qu'il ne reste que ceux où n n'entrera 
pas. On aura ainsi, en ne tenant compte que des termes sans n, l'équa- 
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tion suivante, dans laquelle j'emploie, pour abréger, la quantité A 
déterminée ci-dessus, 

JF A = ( r -i)-i(r-i) t +i(r-") 1 -.--. 

d'où Ton tire 

(r-i^-^fr -T^-J-K r-i^-... 
x = logy = i: = : , 

formule connue et qui s'accorde avec celle du n° 13, A étant égal à la. 

20. Mais cette formule n'est convergente que lorsque le nombre y, 
dont elle donne le logarithme, est peu différent de l'unité. Aussi n'est- 
elle' d'aucune utilité pour le calcul des logarithmes ordinaires. Voici 
un moyen de la rendre convergente pour tous les nombres. 

Il est évident que l'équation fondamentale y = a x peut se changer 
en celle-ci y m = a mx f m étant un nombre quelconque entier ou frac- 
tionnaire. Employant donc cette dernière formule à la place de l'autre, 
il n'y aura qu'à changer dans celle-ci y en y m et x en mx. On aura 
ainsi, en général, 

iog r = - — -—^ — jjj-J- , 

où l'on pourra prendre pour m une fraction -> telle que y/y soit tou- 
jours un nombre aussi peu différent de l'unité qu'on voudra. 

Supposons, ce qui est toujours possible, que la racine r de y ne 
contienne que l'unité avant la virgule, et qu'après la virgule il y ait 
s zéros; alors, si l'on s'arrête à 2s décimales, il est visible que le terme 
[y m — i) 2 et à plus forte raison les termes suivants ne donneront rien, 
de sorte qu'on aura simplement, dans ce cas, 

r w — i vÇ — i 
log/=^ — — = r 



m A 
De la même manière; on aura aussi, sous les mêmes conditions, 

A = l« = r((/â-i), 
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et par conséquent 



y/a — \ 



Cest par cette formule que Briggs a calculé les premiers loga- 
rithmes. Il avait remarqué qu'en faisant des extractions successives de 
racines carrées d'un nombre quelconque, si l'on s'arrête, dans une de 
ces extractions, à deux fois autant de décimales qu'il y aura de zéros 
à la suite de l'unité, lorsqu'il n'y a plus que l'unité avant la virgule, 
la partie décimale de cette racine se trouve toujours la moitié de celle 
de la racine précédente, en sorte que ces parties décimales ont entre 
elles le même rapport que les logarithmes des racines mêmes; c'est ce 
qui résulte évidemment des formules précédentes. 

Ainsi, en prenant r = 2 00 , on trouve, pour a = 10, 

y/a = 1 , 00000 00000 00000 00 199 7 1 742 081 25 5o5^7, 
- = o ,00000 00000 00000 00086 7361 7 37988 4o354, 

de sorte que 

1 1 86736173798840354 ,.., //tt - K 1 1 . 

/ Ça — 1 1997174^08125505^7 ,11J ^ y A \a D 

Si maintenant on veut avoir, par exemple, le logarithme de 3, on 
fera y = 3, et, employant de même Go extractions de racines carrées, 
on trouvera 

yfy = 1 , OOOOO OOOOO OOOOO OOO95 28942 64074 58932 . . . , 

et de là 

. \/V— 1 .q528q4' 2 64o7458q32. . . ,- r/ „ 

l0g7=~= = ~ % ~ rrx =0,4^121254719662 

D,/ y/a — 1 1997174^0812550527... '^" ^' ^ 

Cette méthode est, comme l'on voit, très-laborieuse, par le grand 
nombre d'extractions de racines qu'elle demande pour avoir un résultat 
IX. 7 
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en plusieurs décimales; mais la formule générale que nous avons 
donnée ci-dessus pour l'expression de x eny sert à la simplifier et k 
la compléter, car, quel que soit le nombre y, il suffira d'en extraire 
quelques racines carrées, jusqu'à ce qu'on parvienne à un nombre/'" 
ou y/y, qui n'ait que l'unité avant la virgule; alors les puissances de 
y m — i seront des fractions d'autant plus petites qu'elles seront plus 
hautes, et, par conséquent, la série deviendra assez convergente pour 
qu'il suffise d'en prendre un petit nombre de termes. 

21. On peut appliquer la méthode précédente à la recherche des 
séries qui expriment le sinus par l'arc ou l'arc par le sinus, et pour 
lesquelles on emploie aussi (comme l'a fait Euler dans le même Ou- 
vrage) la considération de l'infiniment petit et de l'infini. 

En effet, en partant de la formule connue pour la multiplication 
des angles 

cos/iar + sin/iarV — l = (cos* -Hsinary — i )", 

on a réciproquement 

cos.r -+- sina?^/— i = (cosn:r-H sin/i-r^—i )", 

où le nombre n peut être quelconque. 

Maintenant, quelle que soit l'expression de sina? en série de l'arc x, 
elle ne peut être que de la forme Ax-\-Bx 2 -h. . ., car, puisque le sinus 
devient nul lorsque l'arc est nul, il est visible que cette expression ne 
doit contenir aucun terme sans x. Or, comme cosa? = ^i — sin 2 a;, on 
aura 



COS*r= i/l — A 2 JC 2 — aAiiJ? 3 — .. . = I h •••• 

v 2 

Les coefficients A, B, ... sont censés indépendants de l'arc x; par 
conséquent, ils seront les mêmes pour tout autre arc. Substituant donc 
nx pour x, on aura pareillement 

n 2 A 2 x 2 
s\nnx = nkx -h n 2 Bx 2 -h. . . el cosnx = i 1 
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Donc l'équation précédente deviendra 

i 

cosx + s\n x\f^~ï=z i + nkx\j^î-{- n 2 (By^T j* 2 -h. . . • 

Développons le second membre à la manière du binôme, en faisant, 
pour abréger, 

\ = \x)/^ï-{- s n(n^^î \x 2 + .. .; 

on aura 

cos* + sin*Y--i = i-*-- (#iX H — /iX 2 -f-- ^ — -fnX)»+... 

. =l+ x+^x*+ f, - ?lH '- 2 " ) x» + .... 

2 2.5 

Comme les valeurs de sina? et de cosa? doivent être indépendantes 
du nombre arbitraire n, il s'ensuit que tous les termes du second 
membre qui se trouveront multipliés par une même puissance de n 
doivent se détruire d'eux-mêmes. Ne tenant donc compte que des 
termes où n ne se trouvera pas après le développement, il est aisé de 
voir que la quantité X se réduira à son premier terme Aa?\/ — i, et que 

les coefficients des puissances de X se réduiront ai,-» — r» ••«* de 

2 2 * ô 

sorte que l'on aura simplement 
cosx -+- sin-ry/— l = I + A^y f -« ■+• -{kx^— i) 2 H z{\x^— i ) 3 -H . . . 



En effectuant les puissances de \/— i , et comparant les parties réelles 
des deux membres ensemble et les imaginaires ensemble, on aura 



. A 3 * 8 A 5 .r 5 

sinj:=Aa; — 



cosa? = î — 



2.3 2.3.4-5 
k*x* h*x* 



^ 2.3.4 

22. Pour avoir de même la valeur de x en sinus et cosinus de x, il 
n'y aura qu'à reprendre la formule fondamentale 

cos/i-r -+- s\t\nx^— i = (cosjt -+- sinx^—i) n f 

7- 



Digitized by 



Google 



52 THÉORIE DES FONCTIONS. 

dans laquelle on mettra, à la place de sinnx et cosnx, leurs valeurs 
en série nXx-\- n 2 Bx 2 -\-, . ., i — x -h. . ., et Ton développera la 

puissance n du second membre. On aura ainsi 

, f sinx , n{n—i) (s\nx — \ 2 ] 

L cos# * a \cosj: / J 

Or 

sinx 
cosx 

donc 



= tangjr, cos.r — y j — &iii 2 Jc; 



cos"*: = i _ S in 2 jc) 2 =: i sni 2 .* H > — -sin 4 .r 

x ' i a. 4 



Substituant ces valeurs, la quantité n ne se trouvera plus que dans les 
coefficients, et, ordonnant les termes suivant les puissances de cette 
. quantité, le second membre deviendra de cette forme n-/iP-+-/i 2 Q-K.., 
en faisant, pour abréger, 

P:rr tangaV— f — i(tangj:v/— i) 2 H-i(unga:v — «)* — •••— ^sin 2 * — | sin 4 x — £sin 6 .r — . 
Q=i(iangar v — i) 2 h-...; 

effaçant l'unité des deux membres et divisant toute l'équation par n, 
elle deviendra 

Aa?y— i + n(B^'— i J;r 2 -|-. . .=: P -f /iQ-f-..., 

et, comme elle doit avoir lieu indépendamment de la quantité n 9 qui 
doit demeurer indéterminée, il faudra que les termes qui contiennent 
les différentes puissances de n se détruisent d'eux-mêmes, ce qui la 
réduira d'abord à Aa?V — l — P> savoir, en développant les puissances 
de tanga-y — i, 

Aary — l — ( tango: — ytang 8 x -f- jtang s .r — . . .) V~ » 
-+-£tang 2 .r — jtang 4 .r-h £tang fl a? — . . . 
— {sin 2 *? — jsin 1 ^: — £sin 6 ar — 
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Comme on peut prendre le radical \^~ * en plus ou en moins, il est 
visible qu'en le prenant successivement en plus et en moins, et sous- 
trayant les deux équations l'une de l'autre, on aura, après avoir divisé 

par lAyJ— i, 

UmgA* — 4tnng 3 .r-i-7ïiang 3 :r — . . . 

x = • 

A 

Au reste, il est visible que l'équation trouvée au n° 21, 

cos#-h sin-ry'^i = i -+- A-ry/— i -f- -( A.ry— i ) 2 -4- --^ ( A#y — i )*-+- . . ., 

se réduit directement à celle-ci 

cosar-f- sin.r\/— i = a**/ *, 

parla formule du n° 11, en prenant pour a une quantité dépendante 
de A, comme nous l'avons déterminée dans ce même endroit, c'est-à- 
dire en sorte que a = e\ e étant un nombre donné qui est la base des 
logarithmes hyperboliques. 

De cette formule on tire tout de suite, en prenant le radical en plus 
et ensuite en moins, les expressions connues de sina?, cosar en expo- 
nentielles imaginaires, 

sin#= = > cosar= , 

i^ — i 2 

et, passant des exponentielles aux logarithmes, 

x\a^— i = 1(cosjth- sin^v/— i) = Icosar-H I(i4- langary — i), 

ou bien, en prenant successivement le radical en plus et en moins, et 
soustrayant une équation de l'autre, 

i i i-h ungxy/^T 

x = ï — • — 1 » 

\a ay'— ï ï — tangxy'— i 

d'où l'on peut déduire les séries trouvées ci-dessus en employant les 
développements des exponentielles et des logarithmes exposés dans 
lesn os 18 et 19. 
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Mais il y a ici une remarque importante à faire : c'est que, dans les 
formules que nous venons de trouver, la quantité A, ainsi que a, étant 
arbitraire, le système de logarithmes peut être pris à volonté, au lieu 
que, dans les formules ordinaires relatives aux arcs de cercle, le mo- 
dule ^ est égal à l'unité, ce qui donne pour la base le nombre e 9 dont 

le logarithme hyperbolique est l'unité. Ainsi celles-ci ne sont qu'un 
cas particulier de celles que nous avons trouvées, mais cette particu- 
larisation est nécessaire pour qu'elles soient applicables au cercle, 
comme nous Talions démontrer. 

23. Tout se réduit à prouver que dans l'expression de sina? en série 
le premier. terme doit être simplement x, au lieu que nous l'avons sup- 
posé en général Ax (n° 21). En employant la considération des infi- 
niment petits, cela est évident, car on voit que, dans le cercle, le 
sinus, à mesure qu'il diminue, s'approche de plus en plus de l'arc, 
jusqu'à s'y confondre dans l'infiniment petit. Ainsi, en supposant 
l'arc x infiniment petit, on a sina? = x; par conséquent, A = i. 

Mais, comme nous avons cherché à rendre notre analyse indépen- 
dante de la considération des infiniment petits, nous devons aussi en 
affranchir la démonstration du point dont il s'agit. 

Pour cela, nous ne supposerons que le principe, établi par Archi- 
mède, que le sinus, qui est la moitié de la corde de l'arc double, est 
moindre que l'arc auquel il répond, et que la tangente est plus grande 
que ce même arc. Nous aurons ainsi 



or, comme 



on aura 



sin,r<:r et tangar>:r; 



sma? sinar 

tang# = = -» 



sinx - ^ . ,« . x 

>x, et de la sin#;> 



Employant donc l'expression de sina? en série trouvée dans le n° 21, 
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il faudra que l'on ait, quelque petit que soit l'arc x> 

. A 3 * 3 k*X* X 

Ax — —— + — r -— —-...<>, > • 

2.3 2.3.4.5 V !-»-•*- 

Donc aussi, en divisant par x, 

. A 3 * 2 A 3 .r» _ ^ 1 

A- + <,, > 



2.3 2.3.4.5 ' ^^4.^ 

Comme 

-=-=^= = ^— et V I+jr > ! » 



il est clair que 



1 > • 



V l + X a "-H* J 

et en même temps on voit que 

— ^— >i-* 2 , 

I -H X* 

car la différence est 5 * ainsi la quantité qui est plus grande que 

-== sera à plus forte raison plus grande que 1 —a? 2 , de sorte qu'on 

y'i 4- x' À 

pourra réduire l'espèce d'équation d'inégalité ci-dessus à cette forme 
. À 3 * 2 A 3 ** 

A 2 .r 2 
Or, en prenant x tel que — ~- soit <i, il est visible que la série 

A 3 ^r 2 A 3 *c 2 
A 7z- H sera convergente et <A, mais >A ..-> parce 

2.3 2 . <j 

qu'en ajoutant ensemble le second et le troisième terme, le quatrième 
et le cinquième, et ainsi de suite, on n'aura que des quantités toutes 
négatives, et qu'au contraire, en ajoutant le troisième et le quatrième, 
le cinquième et le sixième, etc., on n'aura que des quantités loutes 
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positives. Donc, x étant supposé < ^ > on aura, à plus forte raison, 

A-^- 3 -<i ei A>i-**; 

par conséquent, 

A>i — .r 2 et <ih ^-5 

ce qui devant avoir lieu quelque petite que soit la valeur de x, il 
s'ensuit que Ton aura nécessairement A= i. En effet, si A = i-+-i t 
l'étant une quantité quelconque très-petite positive, il n'y aurait qu'à 

prendre x tel que — ~- < /, et alors la condition de A < i -+- -^ 

n'aurait plus lieu. De même, si A = i — i, il n'y aurait qu'à prendre 
r 2 <f, et l'autre condition A> i —x 1 serait en défaut. Donc on a né- 
cessairement A = i dans le cercle ; par conséquent, a = e 9 nombre dont 
le logarithme hyperbolique est l'unité (n° 12), ce qui fait rentrer nos 
formules dans les formules connues pour les fonctions circulaires. 
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CHAPITRE V. 



DU DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS LORSQU ON DONNE A LA VARIABLE UNE VALEUR 
DÉTERMINÉE. CAS DANS LESQUELS LA RÈGLE GÉNÉRALE EST EN DÉFAUT. DES 
VALEURS DES FRACTIONS DONT LE NUMÉRATEUR ET LE DÉNOMINATEUR s'ÉVA- 
NOU1SSENT EN MÊME TEMPS. DES CAS SINGULIERS OU LE DÉVELOPPEMENT DE LA 
FONCTION NE PROCÈDE PAS SUIVANT LES PUISSANCES POSITIVES ET ENTIÈRES DE 
l'accroissement DE LA VARIABLE. 



24. Les méthodes que nous venons de donner pour le développe- 
ment de la fonction f(x -+- i) supposent que ce développement est de 
la forme 

il est donc nécessaire, avant d'aller plus loin, d'examiner quand et 
comment cette forme pourrait être en défaut. 

Nous avons déjà démontré plus haut (n° 2) que cela ne peut arriver 
que lorsqu'on donnera à x une valeur déterminée telle qu'elle fasse 
disparaître dans la fonction /(a?) etjdans toutes ses dérivées quelques 
radicaux. Or un radical ne peut disparaître dans une fonction que de 
deux manières, ou parce que la quantité qui multiplie le radical devient 
nulle, ou parce que le radical lui-même devient nul. 

Dans le premier cas, il est clair que, le radical disparaissant dans 
f(x) 9 il pourra ne pas disparaître dans/'^), /"(#), ..., ou bien que, 
disparaissant à la fois dans/(a?),/'(a?), il ne disparaîtra pas dans/"(#), 
/"(#), . . ., et ainsi du reste, parce que, le radical acquérant des coeffi- 
cients différents dans les fonctions dérivées, ces coefficients ne peuvent 
pas devenir tous nuls par la même valeur supposée de la variable. 
IX. 8 
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Dans le second cas» au contraire, il est évident que le radical dispa- 
raîtra nécessairement dans toutes les fonctions f{x) 9 f'{x),J'\x), ... à 
l'infini, puisque c'est la quantité radicale elle-même qui est supposée 
s'évanouir pour une valeur donnée de la variable x. Mais, l'évanouisse- 
ment du radical ne pouvant plus avoir lieu dans la fonction /(x 4-1'j, 
où i est une quantité indéterminée et indépendante de x 9 il s'ensuit 
que la série 

f(x)+if[x) + % ir[x)+... 9 



2" 



qui représente le développement de cette fonction, deviendra fautive 
par l'absence du radical qu'elle doit contenir. 

Donc cette série sera légitime dans le premier cas et ne le sera pas 
dans le second. 

25. So\enty=f(x), et par conséquent, en prenant les fonctions prime, 
seconde, etc., y'=f'(x), y"=f(x) f .... Supposons que, pour une va- 
leur donnée de x, il disparaisse dans/(a?) un radical, lequel ne dispa- 
raisse pas dans f'(x); il est clair que, pour cette valeur de x 9 la fonc- 
tion f\x) devra avoir un plus grand nombre de valeurs différentes 
que la fonction /( a?), à raison du radical qui se trouve dans/'(a?) et qui 
a disparu dans/(a?), d'où il s'ensuit que la valeur dey' ne pourra pas 
être donnée par une fonction de x et y qui ne contiendrait pas ce ra- 
dical. Cependant, si dans l'équation y =/{x) on détruit ce même 
radical par l'élévation aux puissances, et que l'équation résultante soit 
représentée par F (a?, y) = o, son équation prime donnera générale- 
ment, comme nous l'avons vu au n° 17, 



F'irl 



Donc cette expression sera en défaut dans le cas où l'on donnerait à x 
la valeur en question, ce qui ne peut avoir lieu qu'autant que les quan- 
tités F(x) et V'[y) seront l'une et l'autre nulles à la fois. Ainsi, dans 
le cas dont il s'agit, l'expression de y' deviendra égale à zéro dtvisé par 
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zéro, et réciproquement, lorsque cela arrivera, ce sera une marque que 
la valeur correspondante de a? aura détruit dans/(:r) un radical sans 
le détruire dans/(a?). 

Pour avoir dans ce cas ta valeur de y\ il ne suffira donc pas de s'ar- 
rêter a l'équation prime de F(cc f y) = o t laquelle, étant 

r 'F'[ r )-hF'(*) = o, 

aura lieu d'elle-même, indépendamment de la valeur de y'; mais il 
faudra passer à l'équation seconde, qu'on trouvera par les mêmes 
règles de cette forme 

y" F'(r) + r" *"(x) + *r' F "tr) {*) + F » = <>, 

en désignant par F"(y) et F"(a?) les fonctions primes de F'(j) et F'(x), 
prises la première relativement à y seul et la seconde relativement à 
# seul, c'est-à-dire les fonctions secondes de F(y 9 x) prises relative- 
ment aux mêmes variables isolées, et par F"{y){x) la fonction prime 
dé F' (y) prise relativement à a? ou la fonction prime de F'(x) prise 
relativement à j(ces deux fonctions étant la même chose, comme il est 
facile de s'en convaincre et comme nous le démontrerons plus bas, 
lorsque nous traiterons des fonctions de plusieurs variables), c'est-à- 
dire la fonction seconde de F (y, x) prise relativement à jet à x. 

Cette équation donne généralement la valeur de y"; mais, dans le 
cas proposé, la quantité F'(y) devenant nulle, le terme qui contient y" 
disparaîtra et l'équation restante sera une équation du second degré 
en/, par laquelle on déterminera la valeur dey', qui sera par consé- 
quent double. 

26. Soit, par exemple, 



f(x) = [x — a)Jx — b f 
en sorte qu'on ait l'équation 



y=(x — a)Jx—b; 
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on aura 



f[ x ) =r ' = ylx-b+ — 



x — a 



1 yjx — 6 

faisant x = a, on a 



r = °> y' = \/x — b — y/a — b 9 

où l'on voit que le radical disparait dans la valeur dey, mais non pas 
dans celle de y', en sorte que la valeur de y est simple et celle de y' 
double. 

Maintenant, si l'on réduit l'équation proposée à cette forme ration- 
nelle 

r * = [ X - a y[x-b) 9 

et qu'on en prenne l'équation prime, on aura 

ijrjr' = 2(x — a) [x — b) -f- (x — a) 2 , 

d'où l'on tire 

, __ a(g — a)[x— b) -h [x — a} 2 

Faisant a? = a, on ay' = -; passant donc à l'équation seconde, on aura 

ay' 2 -h 2J7" = 4(# — a) H- tl[x — b). 
ici 07 = a donne, a cause dey = o dans ce cas, 



iy"*z=-. i[x — b) =zi(a — b); donc y' = yja — b, 

comme plus haut. 

Il serait possible, au reste, que la même valeur de x qui détruit les 
termes de l'équation prime détruisît aussi ceux de l'équation seconde; 
alors il faudrait passer à l'équation tierce, laquelle, par la destruction 
des termes qui contiendraient y" et y", deviendrait une simple équation 
en y' y mais du troisième degré, et ainsi de suite. Cela dépend de la 
nature du radical qui aura été détruit dans/(a?) et qui doit être rem- 
placé par le degré de l'équation d'où dépend la valeur dey'; mais nous 
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n'entrerons dans aucun détail sur ce point pour ne pas trop nous 
écarter de notre sujet. 

27. Supposons en second lieu que la même valeur de x qui fait 
disparaître un radical dans /(a?) le fasse disparaître aussi dans f{x)\ 
sans le faire disparaître néanmoins dans/"(a?); alors les valeurs corres- 
pondantes def(x) et de /'(a?) seront en même nombre, mais celles de 
f\x) seront en nombre plus grand. Si donc on détruit ce radical dans 
l'équation y=/(x) f la valeur de 7" qu'on en déduira se trouvera égale 

à -> et il faudra passer aux équations dérivées d'un ordre supérieur 

pour avoir la valeur de y". 
Soit 



y = [x — a) 2 ^x — b; 

on aura 

/ / \ 1 t [ x — a)* 

T = *[x — a))[x--b> + ; L. 1 

iyx — 



. r i{x — a) (x — a) 2 



faisant a: = a,ona 



y — o, y'=o et y"=.i^x — b~i^a — A. 
Mais, si l'on réduit l'équation proposée à cette forme rationnelle 

j» = (*-«)«(* -6), 
on en tirera l'équation prime 

iyy' = 4(jp — a) 3 [x - b) -+- {x - a)*, 
laquelle donne, lorsque x = a, 

' o 

k cause dey = o, à moins qu'en substituant la valeur de y on ne di- 
vise le tout par (# — a) 2 et qu'ensuite on ne fasse a? = a, ce qui don- 
nera y' = o. 
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Passant à l'équation seconde, on aura 

y'*+jrjr"=6(x — aY[x — b) -f- 4(* — «) 8 . 

Faisant x = a, on aura j' = o, comme ci-dessus. Mais, pour avoir la 
valeur de y", il faudra avoir recours à l'équation tierce et même à l'équa- 
tion quarte. Celle-là sera 

3y'y"-*-yy"=i8[x-a)* + ii{x — a)[x — b) 9 
où tous les termes disparaissent lorsque x = a. La suivante sera 

3y''*+by'y» + yy»=:&(x-a) + ii{x-b). 
Faisant x=a, et par conséquent y = o etj' = o, on aura 



3y"*— \i[x — b)> y" — z\x — b = i^a — b, 

comme plus haut. 

Nous ne pousserons pas plus loin cette analyse, qui d'ailleurs n'a 
plus de difficulté d'après les principes établis. Nous nous contenterons 
de remarquer que, si l'on construit la courbe dont x serait l'abscisse 
et y=/(x) l'ordonnée, cette courbe aura ce qu'on appelle un point 
multiple dans l'endroit correspondant à la valeur donnée de x qui fera 
disparaître un radical dans /(x) sans le faire disparaître en même 
temps dans /"'(#), qu'elle 'aura un point d'attouchement si la même 
valeur de x fait disparaître à la fois le radical dans/(a?) et dans/'(a?), 
que ce sera un point d'osculation si le radical disparaît en même temps 
(hnsf"(x), et ainsi de suite. On en verra la raison lorsque nous appli- 
querons la théorie des fonctions à celle des courbes. 

28. A l'occasion de la difficulté que nous venons de résoudre, nous 
allons donner la théorie de la méthode pour trouver la valeur d'une 
fraction dans le cas où le numérateur et le dénominateur deviennent 
zéro à la fois. 

Soit ^7— t une pareille fraction, /(x) et ¥(x) étant des fonctions 

t [X ) 
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de x 9 telle que la supposition de x = a les rende toutes les deux nulles 
à la fois, et qu'on demande la valeur de cette fraction lorsque x = a. 

f(x) 
On fera 7 =^7— ?» et par conséquent y¥(x)=/( x). En supposant 

l (X) 

x = a> cette équation se vérifie d'elle-même, indépendamment de la 
valeur de j, qui demeure par conséquent indéterminée; ainsi elle ne 
peut servir dans cet état à la détermination de y lorsque x = a. Mais, 
en prenant l'équation prime, on aura 

r 'F(*)4- r F'(*) =/'(*); 

la supposition de x = a fait disparaître le terme y'¥(x), et le reste de 

l'équation donnej= s Ur-{- S'il arrivait que les fonctions primes/'^;, 
t [x) 

¥'(x) devinssent aussi nulles par la même supposition, alors on trou- 
verait par le même principe, en substituant dans l'équation ci-dessus 

f"[x^ 

f'{x), ¥'(x) pour/(a?), ¥(x) f cette nouvelle expression dey, y = J —, — > 

et ainsi de suite. On pourrait aussi la déduire directement de la même 
équation prime, en considérant que, comme elle se vérifie de nouveau 
d'elle-même, elle ne peut pas servir non plus à la détermination de y, 
que par conséquent il sera nécessaire de passer à l'équation seconde, 

laquelle sera 

y» ¥[x) + */' ¥'(*) +r F'(jt) =/"(*)• 

Comme la supposition de x = a rend nulles les fonctions ¥(x) et F[x), 
les termes qui contiennent^' et y" s'en iront d'eux-mêmes, et les termes 

f'ix) 
restants donneront y= -L,,. : » comme plus haut. 

Il n'est pas à craindre que les fonctions/(#), /'(#),/''(#), ... f -F(a?), 
¥'(x), ¥"{x), ... a l'infini puissent devenir nulles en même temps par 
la supposition de x = a, comme quelques géomètres paraissent le sup- 
poser, car, puisque 



1 3 - 



/(* + /) =/(*) + //(*)+ -:/•(*)+..- 



i m 



en faisant x = a, on aurait /(a + «) = o, quel que soit 1, ce qui est 
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impossible; il en serait de même de F(x-hi). Mais il peut arriver que 
ces fonctions deviennent infinies par la même supposition de x = a, 

f[x\ flx) 
ce qui rendra également les fractions fer-4» ^W' •■• indéterminées : 

la solution de cette difficulté* dépend de l'examen du second cas du 
n° 24, dont nous allons nous occuper. 

29. Ce cas a lieu lorsque la supposition de x = a fait disparaître 
dans/(a?) un radical en le rendant nul, auquel cas elle le fera dispa- 
raître de même dans les fonctions dérivées; mais, ce radical restant 
dans la fonctionna; 4- 1), il doit rester aussi dans le développement 
de cette fonction; par conséquent, ne pouvant affecter la valeur de x, 
il faudra qu'il affecte 17, d'où il suit que ce développement doit con- 
tenir nécessairement des puissances irrationnelles de i. Il est clair, en 
effet, que, si/(a?) contient la quantité yX, X étant une fonction de x 
qui devient nulle lorsque x = a, en mettant x -+- i à la place de x y 
X deviendra 

X + /X'+-X"-*-..., 

2 

et, faisant x = a, on aura simplement iX'h — X"-f-. . . pour la valeur 
de X, de sorte que yX deviendra 



2 



\/.(v^x- + ...) ! 

donc la fonction /(x -f- i) contiendra, dans le cas de x = a, le radical 
yi, qui devra par conséquent se trouver dans son développement 
suivant les puissances de i. Voyons donc ce que donnera alors le déve- 
loppement fautif 



2* 



Pour cela, j'observe que les fonctions/'(a?-i-i ),/"(# -h i), ••• sont 
également les fonctions primes, secondes, etc., de la fonctionna? -h i), 
soit qu'on les prenne relativement à x, soit qu'on les prenne relative- 
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ment à i t ce qui est évident, puisque, en augmentant soit a?, soit «d'une 
même quantité quelconque, on a le même accroissement de la quantité 
x-t-i. D'où il suit que l'on aura également les valeurs de/'(#), /"(#), ..., 
quel que soit a?, en prenant les fonctions primes, secondes, etc., de 
f{x-hi) relativement à i, et faisant ensuite i = o. 

Or, si l'on suppose que le développement àe/(x -h i) doive contenir, 
lorsque x = a, un terme affecté de i n \ tel que A*" 1 , A étant une fonc- 
tion de a et m n'étant pas un nombre entier positif, en prenant les 
fonctions primes, secondes, etc., relativement à i, il faudra que les dé- 
veloppements de/'(a? ■+- i),f"(x -+- i) 9 . . . contiennent les termes mki m ~ { , 
m(m— i)Ai*" a , ... (n° 10). Donc, faisant e = o, on en conclura que 
les fonctions f{x), /'(#)> /"(&)* •••» lorsque x = a, contiendront res- 
pectivement les termes Ao /w , mAo m ~\ m(m — 1) Ao m ~ 2 , 

Si m est un nombre quelconque négatif, il est clair que tous ses 
termes seront infinis. 

Si m est un nombre positif non entier, soit n le nombre entier immé- 
diatement plus grand que m, il est visible que le terme 

m[m — 1 ) . . . ( m — n 4- 1 ) A o mn 

sera infini, ainsi que tous les termes suivants, et que tous les précé- 
dents seront nuls. 

Donc, en général, la fonction f n (x) et toutes les suivantes f n +*(œ) 9 
/" +2 (a?), ... à l'infini («,/i + i, ... étant des indices) seront infinies, 
n étant le nombre entier positif immédiatement plus grand que l'ex- 
posant 772. 

30. On conclura de là que le développement 

A*) + if[*) + */'[*)+•- 

ne peut devenir fautif pour une valeur donnée de x qu'autant qu'une 

des fonctions f{x) y f'(x), f"{x) y .♦. . deviendra infinie, ainsi que toutes 

les suivantes, pour cette valeur de x. Alors, si n est l'indice de la pre- 

IX. 9 
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mière fonction qui devient infinie, le développement dont il s'agit 
devra contenir un terme de la forme i m 9 m étant un nombre compris 
entre n — i et n. 

Et, si toutes les fonctions/(#), /'(#), /"(a?), ... devenaient infinies 
pour la même valeur de x, le développement def(x-hi) contiendrait 
dans ce cas des puissances négatives de i. 

Pour trouver alors la vraie forme du développement suivant les 
puissances ascendantes de i, il faudra faire d'abord, dans la fonction 
f(x-hi)> x égal à la valeur donnée, et développer ensuite suivant les 
puissances croissantes de i par les règles connues, en ayant égard aux 
puissances fractionnaires ou négatives de i qui se trouveraient dans la 
fonction même. 

Au reste, nous remarquerons que, en faisant y =/( x), et prenant 
x et y pour les coordonnées d'une courbe, cette courbe aura dans le 
point où Tune des fonctions y, y\ y", . . . devient infinie, ainsi que 
toutes les suivantes, un rebroussement dont l'espèce dépendra de l'in- 
dice n, pourvu que l'exposant fractionnaire m ait pour dénominateur 
un nombre pair, et l'on déterminera la nature du rebroussement par 
la forme du développement def(x-hî) dans ce cas. 

31. Dans l'exemple du n° 27, où 



y=[x — a)\jx — b, 

on voit que la supposition de x = b détruit le radical dans/ et doit, 
par conséquent, le détruire aussi dans les fonctions dérivées y, 7", .... 
Donc le développement 



2 



/(*)+lT(*) + -/'(*)+■• 



2* 



def(x-hi), en supposant 



r =/(*) = (* - a ) s/ x - ù > 
sera fautif dans le cas de x = b. En effet, on aura, dans ce cas, 



X = °> f r - \l* — b-\ === = a, 

2 \'X — O 
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x étant égal à b, et l'on trouvera de même 

y"=x>, y =oo f 

Donc le développement dont il s'agit devra contenir alors un terme de 
la forme i m , m étant entre o et i . 

Soit, en effet, x = b-t-i;f(x) deviendra (b — a-hi)\i, de sorte que 
le vrai développement de cette fonction sera 

32. C'est aussi de la même manière qu'on résoudra la difficulté pro- 
posée a la fin du n° 28 sur les fractions qui demeureraient toujours 
indéterminées, en prenant à l'infini les fonctions dérivées du numé- 
rateur et du dénominateur. Nous y avons vu que cela ne saurait arriver 
que dans le cas où la même valeur de x rendrait ces fonctions suc- 
cessives infinies. Il faudra donc alors supposer x = a-k-i [a étant 1? 
valeur de x qui rend ces fonctions infinies) dans l'expression générale 
de la fraction, réduire ensuite cette expression en série suivant les 
puissances ascendantes de i, et le premier terme de la série, en faisant 
i =r o, donnera la valeur cherchée de la fraction pour le cas de x = a. 

Ainsi, si l'on avait la fraction 



^x — s/ a -h \Jx — a 
<Jx* — a* 

qui devient- lorsque x = a 9 et dont les fonctions primes, secondes, etc., 

du numérateur et du dénominateur deviennent toutes infinies par la 
même valeur de x, en y mettant a -hi au lieu de x, et réduisant le nu- 
mérateur et le dénominateur en série, elle deviendra 

isja i y! 



, — : i\/i via icnji 
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de sorte qu'en faisant i = o on aura — = pour la valeur cherchée de 

la fraction lorsque x = a. 

En effet, si, suivant la méthode du n° 28, on prend les fonctions 
primes du numérateur et du dénominateur, on aura 

I I X 

2 y'x i^x — a ^x 2 — a* 

quantités qui deviennent infinies lorsque x = a\ mais, en les multi- 
pliant Tune et l'autre par 2\Jx — a, la nouvelle fraction sera 



s/x — a 

yx 



\'x -+- a 

laquelle, en faisant ar — a, devient -^-> comme plus haut. 

sjia 

Nous avons donc résolu les difficultés qui peuvent se rencontrer dans 
le développement de/(^-f-i), et, quoique nous n'ayons considéré que 
des fonctions algébriques, il n'est pas difficile d'étendre nos solutions 
aux fonctions transcendantes. Comme ces difficultés n'ont lieu que pour 
des valeurs particulières de x y il est clair qu'elles n'influent en rien 
sur la théorie des fonctions dérivées /'(#), /"(#), •••; niais il était 
nécessaire de les examiner et de donner les moyens de les lever, pour 
ne laisser aucun nuage sur cette théorie. [Voir aussi la Leçon VIII du 
Calcul des fonctions ( * ) . ] 

( *) OEuvres de Lagrangc, t. X. 
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CHAPITRE VI. 

RÉSOLUTION GÉNÉRALE DES FONCTIONS EN SÉRIES. DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS 
EN SÉRIES TERMINÉES ET COMPOSÉES DOUTANT DE TERMES QU'ON VOUDRA. 
MOYEN D'EXPRtMER LES RESTES DEPUIS UN TERME QUELCONQUE PROPOSÉ. THÉO- 
RÈME NOUVEAU SUR CES SÉRIES. 



33. Nous avons vu jusqu'ici comment on peut trouver directement 
tous les termes du développement de la fonction /(x -h i) suivant les 
puissances de i ; on peut, de la même manière, développer une fonction 
quelconque suivant les puissances ascendantes d'une des variables 
contenues dans la fonction. 

En effet, si l'on reprend la formule 

- /(* + /) =/(*) + i7'(*) + ^/V) + o^*) + --'» 

puisque x et i sont deux quantités indéterminées, on y peut substituer 
x — i à la place de a?, ce qui donnera 

De plus, on pourra mettre xz à la place de i, et l'on aura 

f [x) = f [*- x*) + xzf{x-xz) + *££-/"[* -xz)+... 9 

ou z est une quantité arbitraire quelconque. 
Ici/(a?) représente, comme Ton voit, une fonction quelconque de x, 

zlf'{x — xz), f"{x — xz)> ... représentent les fonctions primes, se- 
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condes, etc., de/(x), en y substituant x{\ — z) a la place de x. Mais, 
quoique f(x) ne représente qu'une fonction de x relativement à ses 
fonctions dérivées, il est clair qu'elle peut représenter en général une 
fonction quelconque de x et d'autres quantités quelconques, pourvu 
que ces quantités y soient regardées comme constantes dans la forma- 
tion des fonctions dérivées f'(x),f"(x), 

Si dans la formule précédente on fait z = o, l'équation devient 
identique à /{x) =f(x), et, si l'on fait z = i , la quantité x — xz s'éva- 
nouit, de sorte que, si l'on dénote simplement par/,/',/", . . ; les va- 
leurs des fonctions f(x) 9 /'{&)$ f"( x )> ••• lorsque x = o, on aura 

f[x)=f+xf+£f + .... 

Ainsi, lorsque /( x) sera une fonction donnée de plusieurs variables 
x t y, . .., il n'y aura qu'à chercher par les règles générales les fonc- 
tions dérivées par rapport k x seul et y faire ensuite x = o; on aura 
tous les termes du développement de la fonction suivant les puissances 
ascendantes de x 9 et il est clair que les valeurs des quantités/',/', ... 
seront des fonctions de 7, ... sans x, toutes dérivées de la fonction 
primitive suivant une loi dépendante de la manière dont la quantité x 
entrera dans cette fonction. . 

34. On pourrait trouver ce développement d'une manière plus 
simple en supposant tout de suite 

f[x) — A H- Bx -4- Cx 2 -4- Dx» -+-. . ., 

A, B, C, ... étant des quantités indépendantes de x. Pour les déter- 
miner, on considérera que cette équation, devant être identique, doit 
avoir lieu pour toutes les valeurs de x. Donc : i°en faisant x = 0, on 
aura/= A; 2 en prenant les fonctions primes de tous ses termes 
(n oa 10, 17), on aura encore l'équation identique 

f'[x) = B + *Cx -f- 3D* 2 H-. 
où, faisant de nouveau jc = o, on aura/' = B; 3° en prenant de nou- 
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veau les fonctions primes, on aura 

/"(*) = aC-+-a.3D*-f 3.4E#*+ . . ., 

où, faisant derechef x = o, on aura/" = 2C. Continuant de la même 
manière, on trouvera 

d'où Ton tire 

A=/ f B=/\ C=jA D =Ô^' "- 

ce qui donnera, par la substitution, la même série pour /(a?) que ci- 
dessus. Mais cette méthode est moins directe que la précédente, et elle 
suppose déjà la théorie des fonctions dérivées; elle est d'ailleurs moins 
rigoureuse, en ce qu'elle suppose de plus que la somme de tous les 
termes affectés de x devient nulle lorsque x = o, quoique les coeffi- 
cients de ces termes augmentent à l'infini dans les équations dérivées; 
mais le grand avantage de la méthode précédente consiste en ce qu'elle 
donne le moyen d'arrêter le développement de la série à tel terme que 
l'on voudra et de juger de la valeur du reste de la série. 

Ce problème, l'un des plus importants de la théorie des séries, n'a 
pas encore été résolu d'une manière générale. On pourrait, à la vérité, 
le résoudre pour chaque fonction en particulier par les méthodes expo- 
sées dans le Chapitre premier; mais il serait impossible de parvenir 
par cette voie à une solution générale pour une fonction quelconque. 

35. Reprenons donc la formule générale trouvée ci-dessus (n° 33), 

f[x) =f[x - xz) 4- xzf'(x-xz)+^f"[x _«)+..., 

et supposons qu'on veuille s'arrêter au premier terme /(x — xz). 
Comme tous les termes suivants sont multipliés par x> nous suppo- 
serons 
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P étant regardé comme une fonction de z qui devra être nulle lorsque 
z o, puisqu'alors/(;r — xz) devient/(a?). 

Comme cette équation doit avoir lieu quelle que soit la valeur de z, 
qui est arbitraire, son équation prime relativement à z aura donc lieu 
aussi (n° 17). On prendra donc les fonctions primes relativement à 
cette variable, et il est facile de voir que la fonction prime du terme 
/f.r — xz) sera — xf'{x — xz), car on a démontré (n° 16) que, si 
y /(/')» P étant une fonction de x, on a 

ainsi , en rapportant les fonctions dérivées à la variable z et faisant 
/; x -xz, on aura 

p'-.—x et / = — xf'(p) = — xf'[x — xz). 

Donc! a cause que/(a?) ne renferme point s, l'équation prime relative 
à z de l'équation ci-dessus sera 

O : = — xf'[x — XZ) -h XV 9 

P' étant la fonction prime de P relativement à z, d'où l'on tire 

P' =/'(* — M ). 

On aura donc la valeur de P en cherchant une fonction de z dont la 

fonction prime soit égale à /'(or — xz) et qui, de plus, soit telle qu'elle 

devienne nulle lorsque s — o. Cette valeur de P ainsi trouvée, si l'on 

v fait z == i, on aura 

/(*) =/-*-*P. 

Supposons, en second lieu, 

f\x^ ._- f\x — xz) -+-xzf\x — xz) -h x*Q, 
Q étant une fonction de s, qui devra être nulle, comme l'on voit, lorsque 

5 ■■ O. 

Vax prenant, comme ci-dessus, les fonctions primes relativement à z % 
on aura cette équation prime 

o = - xf\x - xz) + rf\x - x*^ - x**/" v x — xz) -+- x*Q', 
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où les fonctions désignées par/', /" sont les fonctions primes et se- 
condes de /(x) relativement à x et dans lesquelles on a mis ensuite 
a; — xz pour x. On tire de là, en effaçant ce qui se détruit, 

Q'=zf"[x-xz), 

de sorte qu'on aura la valeur de Q en cherchant une fonction de z 
dont la fonction prime ait la valeur qu'on vient de trouver pour Q' et 
qui ait la condition de devenir nulle lorsque z = o. Si ensuite on fait 
: = i,on aura 

Soit, en troisième lieu, 

/(*) =f[x - xz) -+- xzf'[x - xz) -+- '—/"(* - XZ) -f- *3R, 

Il étant une fonction de z qui s'évanouisse lorsque z = o. On trou- 
vera, en prenant les fonctions primes relativement à z et effaçant les 
termes qui se détruisent mutuellement, 

R'= Z -ïf'" { x-xz), 

la fonction représentée par/'" étant la fonction tierce de /(x) rela- 
tivement à x transformée par la substitution de x — xz a la place 
de x. 

Il faudra donc, pour avoir la valeur de R, trouver une fonction pri- 
mitive de z dont la fonction prime soit la valeur précédente de R' et 
qui soit telle qu'elle s'évanouisse lorsque 5 = 0. Cette fonction étant 
trouvée, on aura, en faisant z = 1 , 

/(*)=/+*/'+ ^/*+*» H, 

et ainsi de suite. 

En continuant ainsi, on aura la formule du n° 33 : 

IX. 10 
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Mais l'analyse précédente a l'avantage de donner la manière d'avoir 
les restes .rP, x 2 Q, *r 3 R, ... de la série lorsqu'on veut l'interrompre 
à son premier, deuxième, troisième, etc., terme. 

36. Voilà le problème résolu analytiquement; mais, comme les 
quantités P, Q, R, ... ne sont connues que par leurs fonctions primes, 
il reste encore à remonter de ces fonctions aux fonctions primitives, ce 
qui peut être souvent fort difficile et même impossible. 

Cependant, si Ton connaissait la quantité P, on en pourrait déduire 
toutes les autres par les simples fonctions dérivées, car la comparaison 
des valeurs def(x) donne 

P — zf'(x — xz) -hxQ, 

et l'on a trouvé f'(x — xz) = P'; donc, substituant, on aura 

V=zV'-hxQ, 

P-zP' 



d'où l'on tiré 
On a ensuite 



et l'on a trouvé 
donc 

d'où l'on tire 

On trouvera de même 



Q = 

Q=— /*(*-«) H- *R, 
zf'[x-xz} = V; 



Q=-Q'+*R, 

2 



R = Q-^Q'. 

x 



s= R-ïï *R' 



et ainsi de suite. 

Si l'on hit P = zp, Q = z*q, R = sV on aura 



P <1 r' 

* X 7.X 6x 
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et la fonction /( x ) deviendra, en remettant i à la place de xz 9 



Ainsi, connaissant le premier reste ip t on pourra connaître tous les 
autres restes i*q, i*r, ... par les simples fonctions dérivées relatives 

à z = -» et, si Ton prend simplement les fonctions dérivées relative- 



x 
ment à *, on aura 






Par exemple, en faisant /(a?) = - comme dans le n° 4, on aura 



.r 

1 



^ — / 



et, prenant les fonctions dérivées par rapport à x, on aura 



or on trouve 



/> = 



*•(*-/)' 



de là, en prenant les fonctions dérivées par rapport à 1, on tirera tout 
de suite 



q = — u'— ~ t 5 r — - -'- = ? — , — 

Donc, si l'on fait ces substitutions dans les expressions de f{x), et 
qu'on y mette ensuite a? -h « à la place de x, on aura 



-4- 



comme dans le numéro cité. 



10. 
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Soit encore /( x) = \ ( x; on aura 

fix — i) = \ , x — i, 
et, prenant les fonctions dérivées par rapport k x, 






Ici on aura 



p= y — A 



1 \'x -h \/x — I 

et de là, en prenant les fonctions dérivées relatives a i, 



9 


— 




T 




2 \ 


.r — 1 (yx -+- \X - 

1 


-i? 




8(*- 


.i 






— i)' 2 [^x -+- y.r — 


if 




\/.r -h 3 ^/.r — / 






8(* 


.> 


» 




— iy 2 [y'x-t- sjx — 


■«T 



Par ces substitutions dans les expressions de/(o7), on aura, en mettant 
x -+- i à la place de x y 



i - i 



y X -f- l — \IX --h -7==: -=, — \/x -h —.- 

= \JX 

==. \jx 



s/x-h i -\-\/x isjx i\Jx{^x -h i -+- \Jx)' x 

_i /*_ t'*(s/x~+l-h ^\/x) 

i>jx Sx^x $xslx{sjx-\-i-\-sJx)* 



2V^ 8^7^07 l$X 2 yX 

comme dans le même numéro cité. 

37. On peut aussi tirer directement de la formule du n° 3 

/(* + !) =/(*) + lP 

la loi de la série et l'expression des restes, en prenant alternativement 
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les fonctions dérivées par rapport à a? et à i ; nous marquerons ces der- 
nières par un trait placé au bas. 
On a d'abord, par les fonctions dérivées relatives à ce, 

r(x+i)=f[x) + iv, 

ensuite, par les fonctions dérivées relatives à /, 

/'(jf+i) = P+/P„ 

car il est visible que, relativement à i, la dérivée de f{œ + i) est la 
même que relativement à x. On aura donc 

/"(*) + iP' = P + iP,. 

d'où l'on tire 

P =/'(*) + 1 (F -P,). 

Faisons Q = P' — P,; on aura, en substituant la valeur de P, 

f[x + i)=f{x) + if{x) + i*Q. 

Prenons de nouveau les fonctions dérivées par rapport à x et par rap- 
port à i ; on aura 

f'(x -f- i) =f'(x) +- //'(*) + i*Q' et f'[x + !)=/'(*; + 2 /Q+,*Q, ; 
donc 
d'où 



Q 



_ r{*) + j{Q'-Q.) 



2 



Q/ Q 

Donc, si Ton fait R= — — — > on aura, en substituant, 

f[x 4- l) =/(*) 4- //(x) 4- £/'(*) + i»R. 



R' — R 
On trouvera de même, en faisant S= — - — '» 

/(* 4- «) = /(*) 4- if'[x) 4- £/"(*) + ^/V) + *'' S > 

et ainsi de suite. 
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Si l'on fait, par exemple, f(x) — -» ce qui donne 



x 



i \x -J- i x/ jr^i + i 



on aura 



x' i (x-\-i) x{x-+-i)* ' jt(jt ■+■ i) 2 ' 



don 



c 



ensuite 



Q=^ 



or 2 ( a: -4- i 



/V__ 1 f Q^ ' 

,r 3 (a:4-/) jr a (ar -+- <) a * ' .*-(.* -h ij 2 ' 

et de là 

R = - ' 



* 8 l« ■+■!)' 

on trouvera de même 



8= ' 



X s \X -h l) 



et ainsi de suite, ce qui redonnera la série déjà trouvée. 

Mais, pour notre objet, il importe moins de connaître les restes 
exacts de la série développée jusqu'à un terme quelconque que d'avoir 
des limites de ces restes pour pouvoir apprécier Terreur qu'on peut 
commettre en ne tenant compte que de quelques-uns des premiers 
termes. 

38. Pour cela, nous allons établir ce lemme général : 

Si une /onction prime de x, telle quef'(x), est toujours positive pour 
toutes les valeurs de x depuis x = a jusqu'à x = b, b étant > a, la diffé- 
rence des fonctions primitives qui répondent à ces deux valeurs de x, savoir 
f(b) --/(a), sera nécessairement une quantité positive. 

Reprenons la formule 

/{* + i')=/(*) + i'P f 
dans laquelle P est une fonction de x et i, qui, en faisant i= o, devient 
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f'{x) (n os 3, 8); il est évident que, si /'(a?) est une quantité positive, 
la valeur de P sera nécessairement positive depuis *'=o jusqu'à une 
certaine valeur de i qu'on pourra prendre aussi petite qu'on voudra. 
Donc, lorsque la valeur de la fonction prime /(a?) est positive, on 
pourra toujours prendre pour i une quantité positive et assez petite 
pour que la quantité/(a? -\-i) —f{oc) soit nécessairement positive. 
Mettons successivement à la place de x les quantités 

a, a-\- /, a -+- ii, a + 3i, . . . , a -h ni; 

il en résultera que Ton peut prendre i positif et assez petit pour que 
toutes les quantités 

/(/i -h 3i) -/(« -4- ai), . . ., /[a + (» -4- i)i] —f(a -h /i/ 1 
soient nécessairement positives si les quantités 

/'(a), />-/), /'(a + ai), .... /*(* + »') 

le sont. Donc aussi, dans ce cas, la somme des premières quantités, 
c'est-à-dire la quantité/[a + (/i+ i)ij —/(«)> sera positive. 
Faisons maintenant a ■+- ( /i ■+- 1 ) i = b ; on aura 

"~" n-t- i' 

et l'on en conclura que la quantité /( b) —/{a) sera nécessairement 
positive si toutes les quantités 

sont positives, en prenant n aussi grand qu'on voudra. 

Donc, à plus forte raison, la quantité f{b) —/{a) sera positive, si 
f'{x) est toujours une quantité positive, en donnant à x toutes les 
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valeurs possibles, depuis cc = a jusqu'à x=b, puisque parmi ces 
valeurs se trouveront nécessairement les valeurs 

b — a l' b — a) n[b — a) 

a, a A , a~\ -, . ••> a -\ , 

n -h i n -i- 1 n + i 

en prenant n aussi grand qu'on voudra. 

*39. A l'aide de ce lemme, on peut trouver des limites en plus et en 
inoins de toute fonction primitive dont on connaît la fonction prime. 

Soit la fonction primitive F(s) dont la fonction prime F'(s) soit 
exprimée par z m Z, Z étant une fonction donnée de z. Soient M la plus 
grande et N la plus petite valeur de Z pour toutes les valeurs de z com- 
prises entre les quantités a et b 9 en regardant comme plus grandes 
les négatives moindres et comme moindres les négatives plus grandes, 
ce qui est conforme à la marche du calcul, puisque, par exemple, 
— 1>— 2, — 5> — 7, et de même — 2< — 1, et ainsi des autres. 
Donc les quantités M — Z et Z — N seront toujours positives depuis 
z = a jusqu'à z = b 9 et il en sera de même des quantités z ftt (M — Z) 
ets'"(Z-N). 

Donc : i° si Ton fait/ '(z) = s w (M — Z), on aura, par le lemme pré- 
cédent, 

f{à)-f(a)>o; 

or, z m 7* étant F'(s), sa fonction primitive sera F(s), et, comme M est 
une quantité constante, la fonction primitive de Mz fn est — - — ; donc 
on aura 

f{z) = — ¥[z), 

et, faisant successivement z = a et z = b, l'équation 



donnera 
d'où l'on tire 



F{b) — -f-F (a >o, 



iva\ ^vr \ , M(ft» + «-a«+«) 
l(ft)<F(a)H 
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2° Si l'on fait/'(z) = 3"'(Z — N), on aura aussi 

et l'on trouvera, comme ci-dessus, 

Nz™-*-< 



"/(*) = *■(*) 



m -+- 1 ) 



donc, faisant successivement z = a et z = b, l'équation 



donnera 
d'où l'on tire 



Fi F (a H >°» 



F(ft)>F(<*) + ^ ? i. 



Appliquons ces résultats aux quantités P, Q, R, ... du n° 35. 
Comme ces quantités sont regardées comme des fonctions de z, nous 
supposerons d'abord P = F(s), et par conséquent 

P'=F'(*) =/'(*- m); 

donc, puisqu'on a supposé F'(z) = z m Z, prenant m = o, on aura 

• /=/'(* — m). 

Faisons maintenant a = o et b= i; la condition de la fonction P, qui 

doit être nulle lorsque 5 = 0, donnera F(a) = o f et alors F(ô) sera la 

valeur de P répondant n = i. 

Donc, si M et N sont la plus grande et la plus petite valeur de 

f'{x — xz) relativement à toutes les valeurs de z, depuis z = o jusqu'à 

£ = 1, on aura 

F(6)<M et >N. 

Par conséquent, M et N seront les deux limites de la quantité P, en y 
faisant s = 1, 
Supposons, en second lieu, Q = F(r); on aura 

Q' = F'(*î = */v-«}; 

IX. 11 
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donc, faisant m = \> on aura 

Soient pareillement a = o et b = 1 ; on aura aussi, par la condition de 
la fonction Q, qui doit être nulle lorsque z est nul, 

f;<=o, 

et alors F(b) sera égale à la valeur de Q répondant is = i. 

Donc, si M, et N, sont la plus grande et la plus petite valeur de 
f"\x — xz) pour toutes les valeurs de z 9 depuis 5 = jusqu'à s=i t 
on aura 

F(6 <— et >--> 

M N 
de sorte que — et — seront les limites de la valeur Q lorsque z y est 

égal à 1. 

Supposons, en troisième lieu, R = F(s); on aura 

R' = F'(3) = £/*(*-«); 

donc, faisant m = 2, a — o 9 b = i 9 on trouvera de la même manière 
que, si M 2 et N a sont la plus grande et la plus petite valeur de 



2 



f(x — xz), en donnant à 5 toutes les valeurs depuis zéro jusqu'à 

M N 
l'unité, on aura -^ et -y pour les limites de la valeur de la quantité R 

lorsqu'on y fait z = 1 . Et ainsi de suite. 

Maintenant il est clair que, en donnant à z, dans une fonction de 
x( 1 — z ), toutes les valeurs depuis z = o jusqu'à s = 1 , les valeurs que 
recevra cette fonction seront les mêmes que celles que recevrait une 
pareille fonction de u en donnant successivement à u toutes les valeurs 
depuis u = o jusqu'à u = x, car, faisant x(i — z) = u 9 z = o donne 
u = x, z = i donne u = o, et les valeurs intermédiaires de z donneront 
des valeurs de u intermédiaires entre celles-ci. D'où il est aisé de con- 
clure que les quantités M et N seront la plus grande et la plus petite 
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valeur de f{u) relativement à toutes les valeurs de w, depuis i* = o 
jusqu'à u = x, et que, par conséquent, toute valeur intermédiaire entre 
M et N pourra être exprimée par f'{u) 9 en donnant à u une valeur 
intermédiaire entre o et x. Donc la valeur de la quantité P relative à 
z = i pourra être exprimée par /'(a), u étant une quantité entre o 
et x. On en conclura de même que la valeur de Q répondant à z = i 

pourra être exprimée par -/"(a), en donnant à u une valeur inter- 
médiaire entre o et x, et Ton en conclura pareillement que la valeur 
de R relative à s = i pourra être exprimée par — ?/"(w). en prenant 
pour u une quantité entre o et x. Et ainsi de suite. 

40. D'où résulte enfin ce théorème nouveau et remarquable par sa 
simplicité et sa généralité, quen désignant par u une quantité inconnue, 
mais renfermée entre les limites o et x, on peut développer successivement 
toute fonction de x et d'autres quantités quelconques suivant les puis- 
sances de x de cette manière, 

f[x)=f+xf[u) 



les quantités /, /', /", . . . étant les valeurs de la fonction f(x) et de ses 
dérivées f'(x), f"{x), . . . , lorsqu'on y fait x = n. 

Ainsi, pour le développement de f(z -h x) suivant les puissances 
de x % on aura 

f=f[i\ f'=f\z) y r=f\*\ ■•-. 

où Ton remarquera que les quantités /'(s), /"(s), ... sont également 
les fonctions primes, secondes, etc. de/(s), ce qui est évident; car il 
est visible que /'(s -hx) 9 f"{z -h.r), ... sont également les fonctions 
primes, secondes, etc. def(z-hx), soit qu'on les prenne relativement 

1 1 . 
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a x ou relativement k z> puisque l'augmentation de ;+a; est la même 
en changeant a: en x -h i ou z en s -h /. 

Prenant donc /'(c), /"(s), ... pour les fonctions dérivées de/(z l9 
on aura 

f[*+x)=f[z)+xf[z + u\ 

où a désigne une quantité inconnue, mais renfermée entre les limites 
o et x. 

En changeant z en a? et x en /, on aura le développement de/(.r-M 
suivant les puissances de *, et l'on voit que dans ce développement la 
série infinie, k commencer d'un terme quelconque, est toujours égale k 
la valeur de ce premier terme en y mettant x-hj a la place de x 9 
j étant une quantité entre o et i, que par conséquent la plus grande 
et la plus petite valeur de ce terme relativement k toutes les valeurs 
dey, depuis o jusqu'à/, seront les limites de la valeur du reste de la 
série continuée k l'infini. 

Si l'on ùiïtf(z) = z m f on aura le développement du binôme (z-\-x) m , 
et l'on en conclura que la somme de tous les termes, k commencer 
d'un terme quelconque 



/n(m-i)...(/n-n+i 
i . i . . . n 


) 

. z m-n x n 


sera renfermée entre ces limites 




m (m — i } . . . ( m — n+i 


' ?#»--/* Wl 


i . -i ... n 




et 





— K - ■ * iz + x) m -"x u ; 

car il est évident que 15 plus grande et la plus petite valeur de (z -f- u) m " 
seront (s H- .r)'" " etz mn . 
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La perfection des méthodes d'approximation dans lesquelles on 
emploie les séries dépend non-seulement de la convergence des séries, 
mais encore de ce qu'on puisse estimer l'erreur qui résulte des termes 
qu'on néglige, et à cet égard on peut dire que presque toutes les mé- 
thodes d'approximation dont on fait usage dans la solution des pro- 
blèmes géométriques et mécaniques sont encore très-imparfaites. Le 
théorème précédent pourra servir, dans beaucoup d'occasions, k donner 
à ces méthodes la perfection qui leur manque et sans laquelle il est 
souvent dangereux de les employer. 

On trouve dans la Leçon IX du Calcul des fonctions (/) une méthode 
plus simple d'avoir les limites du développement d'une fonction, avec 
i de nouvelles remarques sur ce sujet. {Voir aussi un Mémoire de 
M. Ampère dans le Tome VI du Journal de l'École Polytechnique. 

( * ) Œuvres de Lagrangv, t. X. 
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CHAPITRE VII. 



DES EQUATIONS DERIVEES ET DE LEUR USAGE DANS L ANALYSE POUR LA 
TRANSFORMATION DES FONCTIONS. THÉORIE GÉNÉRALE DE CES ÉQUATIONS 
ET DES CONSTANTES ARBITRAIRES QUI Y ENTRENT. 



41. Jusqu'à présent, nous n'avons considéré les fonctions dérivées 
que comme pouvant servir à la formation des séries; mais ces fonc- 
tions, considérées en elles-mêmes, offrent un nouveau système d'opé- 
rations algébriques et fournissent des transformations qui sont d'un 
usage immense dans toute l'Analyse. 

Nous avons déjà vu (n° 17) que, si l'on a une équation quelconque 
en x et y ou simplement en x, laquelle doive avoir lieu quelle que soit 
la valeur de x, les équations dérivées qu'on obtiendra en prenant les 
fonctions dérivées de chaque terme de la proposée auront lieu aussi. 
Chacune de ces équations, et même une combinaison quelconque de 
ces équations, pourra donc tenir lieu de l'équation primitive, et l'on 
obtiendra souvent par ce moyen des équations subsidiaires plus simples 
ou plus faciles à résoudre que les équations principales. 

Nous avons nommé équations primes, secondes, etc. les équations 
dérivées qu'on obtient en prenant les fonctions primes, secondes, etc. 
de tous les termes de l'équation primitive donnée; mais nous nomme- 
rons en général équations dérivées du premier ordre, du second ordre, etc. 
les équations qu'on pourra former par une combinaison quelconque de 
l'équation primitive et de son équation prime, ou de celles-ci et de 
l'équation seconde, et ainsi de suite. 

Ainsi, l'équation primitive contenant x et y, l'équation dérivée du 
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premier ordre contiendra x, y et y', l'équation dérivée du second con- 
tiendra x, y, y' et y", et ainsi du reste. 

42. Nous allons montrer, par quelques exemples, l'usagé des équa- 
tions dérivées pour la transformation des fonctions, et d'abord nous 
remarquerons que, par la combinaison d'une fonction avec sa fonction 
prime, on peut faire disparaître un exposant quelconque. 

Soit l'équation 

X étant une fonction quelconque de x; en prenant les fonctions primes, 
on aura (n° 16) 

donc, divisant cette équation par la précédente, on aura 

y' mX' . v , 

— :==■ ., ? savoir, Xr — /»Xv— o, 

y x * 

équation dérivée du premier ordre où la puissance X m ne se trouve 
plus, et qui, dans cet état, est bien plus commode pour développer 
la valeur de y en série par la méthode usitée des coefficients indé- 
terminés. 
En effet, si l'on a, par exemple, 

X = a 4- bx -h car 2 -h dx* -h . . ., 

et qu'on suppose 

y = A 4- Bx 4- Cx 2 4- Dx 3 4- . . . , 

on aura, en prenant les fonctions primes, 

X'-~ b 4- i ex -h 3 dx- 4- . . . , 

y' = B 4- iCx 4- 3 1)* 2 -4- ... ; 

donc, substituant et réunissant les termes affectés de la même puis- 
sance de ar, on aura 

aB — mbk 4- [iaC 4- b\\ — m[ic\ 4- bB)]x 

4- [3aD 4- zbC -f- cB - w(3tf A 4- icB 4- 6C)]* a 
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équation qui, devant être identique, c'est-k-dire avoir lieu quel que 
soit x y pour que l'expression supposée de y soit vraie, donnera autant 
d'équations particulières qu'il y a de différentes puissances de x, et 
Ton tirera de ces équations 

a 
,„ imcK -+- (m — i) AB 

n _ îmdA-h [im — i)cïl-h{m — i bC 
~ 3a 



On aura ainsi successivement tous les coefficients B, C, D, ... par des 
formules dont la loi est visible, et qu'on pourra, par conséquent, con- 
tinuer aussi loin qu'on voudra. 

Mais le premier coefficient A demeure indéterminé; il faut, pour le 
déterminer, recourir à l'équation primitive y = X m ; faisant *r = o, on 
a d'un côté X = a et de l'autre y = A; donc A = a m . 

43. On peut de même, par les fonctions dérivées, faire disparaître 
les logarithmes, les exponentielles et les sinus et cosinus. 
En effet, si y = IX, on aura l'équation du premier ordre 

r 'X-X'=o; 

si y = e x , on aura celle-ci 

f — xy = o ; 

mais, pour faire disparaître les sinus ou cosinus, il faudra aller a une 
équation du second ordre. 

Soit donc j = sinX, X étant toujours une fonction quelconque de x\ 
en prenant les fonctions primes, on aura (n° 14) 

. r' = X'cosX, 

et, prenant de nouveau les fonctions primes, 

7" = X"cosX-X'*sinX; 
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donc, éliminant de ces trois équations sinX et cosX, on aura cette 
équation dérivée du second ordre 

où il n'y a plus de transcendantes; on trouvera la même équation en 
faisant j^cosX. 

Si Ton fait ici pour X et y les mêmes substitutions que ci-dessus 
(n° 42), et qu'après avoir ordonné les termes suivant les puissances de x 
on égale à zéro la somme de tous ceux qui se trouveront multipliés 
par la même puissance de x y on aura autant d'équations particulières 
qui serviront à déterminer les coefficients indéterminés de l'expression 
supposée dey par les deux qui précèdent. A l'égard des deux premiers, 
ils demeureront indéterminés; mais il faudra les déterminer de manière 
que l'équation primitive et l'équation prime aient lieu en faisant ar = o. 
Or l'équation y = sinX devient alors A = sina, et l'équation y'= X'cosX 
devient B = 6costf. 

44. Non-seulement l'équation dérivée du second ordre que nous 
venons de trouver peut servir à développer en série la valeur de sinX 
ou cosX; elle peut servir aussi à trouver une autre transformation de 
cette valeur au moyen des exponentielles. 

Supposons, |en effet, y~e y > e étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est l'unité (n° 12) et V une fonction indéterminée de x. 
En prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

r '=z\'e y f j-*=(V'*-hV")e v f 

et, ces valeurs étant substituées dans l'équation dont il s'agit, on aura, 
après la difision par la quantité e y qui en multiplie tous les termes, 

X'(V"-f-V'*)-X"V'-+-X'»=o. 

J'observe qu'on peut satisfaire à cette équation en faisant 

V'=roX', 

IX. 12 
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m étant un coefficient constant, ce qui donne V"=/nX"; car, substi- 
tuant ces valeurs, l'équation se réduit à 

donc 

i-l-m 2 =:o et m = ^— i. 

Ainsi Ton aura 

V-X'v-7, 

et de là, en remontant à l'équation primitive, 

Vr,-X v -7+<I, 

a étant une constante arbitraire; donc 

en faisant e a = \ pour plus de simplicité. 
On aura donc 

et, comme le radical y — i peut être pris également en plus et en 
moins, on aura également 

B étant une autre constante arbitraire; en effet, il est aisé de voir que 
chacune de ces deux valeurs satisfait à l'équation 

xy-xy+x'^ = o, 

et Ton voit aussi facilement que leur somme y satisfait encore, parce 
que les quantités y, y\y m n'y sont que sous la forme linéaire, de sorte 
qu'on aura, en général, 

A et B étant de nouveau deux coefficients indéterminés comme ci- 
dessus. 
Cette expression de y convient également à sinX et à cosX; la diffé- 
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rence consiste dans les constantes A et B, qui doivent se déterminer 
par la comparaison des valeurs de y et de y' pour une valeur quel- 
conque de X. Ainsi, puisque sinX doit devenir nul lorsque X = o par 
la nature des sinus, il faudra que Ton ait 

A + B — o; 

de plus, y' étant égal a X'cosX et l'expression précédente de y don- 
nant 

f = X'( ke^~ - Be- X v^ ) y -— , 

on aura 

cosX = {két^—Ber*^) \~. 

Faisant X = o, on sait que cosX — j ; donc 

(A— B)^~=i. 
Ces deux équations donnent 

A -z — L= et B: 



2.yj — I 2 y' — I 

donc enfin 

sinX = rr4= ; 

i\j — i 

on trouvera de la même manière # 

cosX ■=■ > 

2 

expressions connues et que nous avions déjà trouvées par une autre 
voie (n° 22). 

45. Dans les exemples précédents, nous avons cherché l'équation 
dérivée et nous avons ensuite déterminé par cette équation la valeur 
de la fonction primitive y. Cette dernière opération est, comme l'on , 
voit, l'inverse de celle par laquelle on descend de la fonction primitive 
aux fonctions dérivées; elle peut toujours s'exécuter par le moyen des 
séries, en employant, comme nous l'avons fait, une série avec des 
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coefficients indéterminés, et faisant des équations séparées des termes 
affectés de chaque puissance de x. De cette manière, on détermine les 
coefficients les uns par les autres, et Ton a souvent l'avantage d'aper- 
cevoir la loi générale qui règne entre ces coefficients. 

Mais on peut aussi trouver immédiatement chaque coefficient par la 
méthode des n° 8 33 et suivants, car il n'y a qu'à chercher successi- 
vement les valeurs des fonctions dérivées, et, si l'on désigne par (y) 9 
(7'), [y")* ... les valeurs dey, y', y", ... lorsque x — o, on a, en 
général, 

r^rl+'Ir'l + Tlr') ■+-•••• 



2 



Cette formule a l'avantage de faire voir pourquoi il reste des coeffi- 
cients indéterminés, comme nous l'avons trouvé ci-dessus. En effet, si 
Ton veut déterminer la valeur de y par une équation dérivée du- premier 
ordre, cette équation donnera la valeur de y' en x et y, et de là on trou- 
vera une équation du second ordre en y" 9 y\ y, x, une équation 
du troisième en y w f y" 9 y\ y, x, et ainsi de suite, de sorte que, en 
substituant successivement dans ces équations les valeurs de y' 9 y", . . . 
données par les équations précédentes, on aura en dernière analyse 
y\ y", y m 9 . . . exprimés en x et y. Donc, faisant x = o, on aura [y') 9 
[y"), {y"), . .. exprimés en (y), qui demeurera indéterminé. 

De même, si l'on ne fait dépendre la détermination de y que d'une 
équation dérivée du second ordre en x 9 y 9 y' ety" 9 on en tirera suc- 
cessivement une équation tierce entre v*y%y\y"*y m % et ainsi de suite, 
et, par des substitutions successives, on aura en dernière analyse y" 9 
y'\ . . . donnés en x 9 y 9 y' 9 de sorte que, en faisant x = o, on aura les 
valeurs de (j"), (y") 9 (y l *)> ... exprimées en (y) et (y') 9 ces deux 
quantités demeurant indéterminées, et ainsi de suite. 

Ainsi, lorsqu'on part d'une équation dérivée du premier ordre il 
reste une indéterminée (y) 9 lorsqu'on part d'une équation du second 
ordre il reste deux indéterminées (y) et (y') 9 et ainsi de suite, et l'on 
voit que ces indéterminées sont constantes, puisque ce sont les valeurs 
de y, y\ y ff , . . . lorsque x = o. 
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46. Quoique la conclusion précédente soit fondée sur la théorie des 
séries, il n'est* pas difficile de se convaincre qu'elle doit avoir lieu 
généralement quelle que soit l'expression de y, puisqu'on peut tou- 
jours regarder une expression en série comme le développement d'une 
expression finie. Mais, comme c'est là une propriété caractéristique 
des équations dérivées entre deux variables, il est important de l'éta- 
blir sur la nature même de ces équations. 

Considérons donc, en général, l'équation à deux variables ¥(x 9 y) = o, 
et désignons simplement par ¥(x, y)' = o son équation prime, par 
¥(x, y)"=o l'équation seconde, et ainsi de suitç, en regardant x et y 
comme variables à la fois. Soient a, 6, c, . . . des constantes quelconques 
contenues dans la fonction ¥(x, y) ; ces constantes seront les mêmes 
dans les fonctions dérivées. Ainsi, puisque les équations ¥(x,y) = o 
et ¥(x, y)' = o ont lieu en même temps, on pourra en éliminer une 
constante a, et l'équation résultante sera une équation du premier 
ordre entre x, y et y', qui renfermera une constante de moins que 
l'équation primitive et qui aura par conséquent lieu en même temps 
que celle-ci. De même, les trois équations ¥(x,y) = o, ¥(œ t y)'=o 9 
¥{x,y)"=o ayant lieu à la fois, on pourra en éliminer deux con- 
stantes a, b, et l'équation résultante sera une équation du second 
ordre entre x, y, y' et y", qui renfermera deux constantes de moins 
que l'équation primitive et qui aura lieu en même temps qu'elle; et 
ainsi de suite. 

Donc, puisque dans les équations à deux variables une équation du 
premier ordre peut renfermer une constante de moins que l'équation 
primitive, une équation du second ordre peut renfermer deux con- 
stantes de moins que l'équation primitive, et ainsi de suite, il s'ensuit 
réciproquement que l'équation primitive doit contenir une constante de 
plus que l'équation dérivée du premier ordre, deux constantes de plus 
que l'équation dérivée du second ordre, et ainsi de suite, constantes 
qui seront par conséquent arbitraires, et il est visible en même temps 
qu'elles ne sauraient en contenir davantage, puisqu'on ne pourrait 
pas les faire disparaître toutes par le moyen des équations dérivées. 
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Donc, si l'on n'a pour la détermination d'une fonction qu'une équa- 
tion du premier ordre, ou du second, ou etc., l'équation«primitive, prise 
dans toute sa généralité, devra contenir une constante arbitraire, ou 
deux, etc., suivant l'ordre de l'équation donnée, et l'on déterminera 
ces constantes par des valeurs particulières données de la fonction ou 
de ses dérivées. 

Si donc on trouve d'une manière quelconque une équation en x et y 
qui satisfasse à une équation donnée d'un ordre quelconque et qui 
renferme autant de constantes arbitraires qu'il y a d'unités dans l'in- 
dice de cet ordre, on en conclura que cette équation sera l'équation 
primitive de l'équation donnée et pourra, dans tous les cas, être em- 
ployée à la place de celle-ci. 

47. Au lieu d'éliminer à la fois les deux constantes a et b des trois 
équations ¥(x f y) = o 9 ¥(x,y)'=zo 9 F(x, y)"=o 9 on peut n'éliminer 
d'abord que la constante b ou a des deux premières; on aura ainsi 
deux équations du premier ordre, dont l'une ne renfermera que la 
constante a et l'autre la constante b. Si maintenant on élimine de cha- 
cune de ces équations la constante a ou b par le moyen de son équa- 
tion prime, on aura deux équations du second ordre sans a ni b, qui 
devront coïncider avec l'équation résultante de l'élimination simul- 
tanée de ces constantes par le moyen des trois équations ¥(x, y) = o, 
F(a\ y)' = o, ¥(x, y)" = o, parce que la valeur de y" que ces équations 
du second ordre donneront, et qui sera exprimée en x> y ety' 9 sans a 
ni b 9 ne peut qu'être la même, de quelque manière qu'elle soit déduite 
de l'équation primitive. 

D'où l'on peut conclure qu'une équation du second ordre peut être 
dérivée de deux équations différentes du premier ordre renfermant 
chacune une constante arbitraire de plus. 

Et l'on prouvera de la même manière qu'une équation du troisième 
ordre pourra être dérivée de trois équations différentes du second ordre 
renfermant chacune une constante arbitraire, et ainsi de suite. 

En même temps on voit que, si pour une équation donnée du second 
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ordre on en trouve deux du premier ordre qui satisfassent chacune à 
cette équation et qui renferment chacune une constante arbitraire a 
ou b, on en pourra déduire immédiatement l'équation primitive, car 
il suffira de chasser de ces équations la quantité y\ et l'on aura une 
équation en x etj, avec deux constantes arbitraires a et h. 

Il en sera de même pour les équations du troisième ordre, car, si 
l'on trouve trois équations du second ordre qui satisfassent chacune à 
une équation du troisième ordre et qui aient en même temps les con- 
stantes arbitraires a y b, c, on aura, en éliminant y' ety" f une équation 
en x 9 y et a, b, c, qui sera par conséquent l'équation primitive do 
l'équation donnée, et ainsi de suite. 

48. Mais, si pour une équation du second ordre on en trouve deux 
du premier ordre qui y satisfassent et dont une seule renferme une 
constante arbitraire, alors, en éliminant v', on aura une équation en x 
et y qui ne renfermera qu'une constante arbitraire et qui ne sera pas 
l'équation primitive complète de la proposée du second ordre. Mais 
cette équation satisfera également aux deux du premier ordre, puis- 
qu'elle satisfait à celle du second ordre, qui est également dérivée de 
ces deux-ci ; donc elle pourra être regardée comme l'équation primitive 
complète de l'équation du premier ordre qui ne renferme point de 
constante arbitraire. D'où je conclus qu'étant proposée une équation 
du premier ordre en x, y ety' 9 si l'on en déduit d'une manière quel- 
conque une équation du second, soit en éliminant une constante ou 
non et qu'ensuite on trouve une autre équation primitive du premier 
ordre, avec une constante arbitraire a, on aura, par l'élimination dev' 
entre celle-ci et la proposée, une équation en x et y qui contiendra la 
constante arbitraire a et qui sera par conséquent l'équation primitive 
complète de la proposée. 

On prouvera de la même manière que, si de la proposée du premier 
ordre on déduit une équation du troisième ordre, et qu'ensuite on 
trouve pour celle-ci une équation primitive du second avec une con- 
stante arbitraire dans laquelle la proposée ne soit pas renfermée, il 
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n'y aura qu'à éliminer les y" et y' au moyen de la proposée, et l'on 
aura une équation en x et y qui renfermera une constante arbitraire 
et qui sera par conséquent l'équation primitive complète de la pro- 
posée; et ainsi de suite. 

On peut appliquer le même raisonnement aux équations des ordres 
supérieurs au premier et en tirer des conclusions semblables. 

Le sujet de ce Chapitre est traité avec plus de détail dans les , 
Leçons X, XI et XII du Calcul des fonctions (*), où le lecteur trouvera 
une analyse complète des sections angulaires. 

i * ) Œuvres de L/i grange, t. X. 
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CHAPITRE VIH. 



OU L ON EXAMINE LES CAS SIMPLES DANS LESQUELS ON PEUT PASSER DES FONCTIONS 
OU DES ÉQUATIONS DÉRIVÉES DU PREMIER ORDRE AUX FONCTIONS OU AUX ÉQUA- 
TIONS PRIMITIVES. DES ÉQUATIONS LINÉAIRES DES DIFFÉRENTS ORDRES, ET DE 
CELLES QU'ON PEUT RENDRE LINÉAIRES. 



49. Une équation du premier ordre en x, y eAy' étant donnée, si 
Ton peut, par des opérations quelconques, la ramener à la forme 

f(x 9 jr)' = o, 

ouf(x,y)' désigne la fonction prime d'une fonction de x, y marquée 
par/(.r, j'), on aura sur-le-champ l'équation primitive 

dans laquelle a sera la constante arbitraire. 
Par exemple, l'équation y' = o donne sur-le-champ y = a; l'équation 

xy'—y = o % étant divisée par ,r a , se réduit à ( — j =o; j'entends par 
( — ) la fonction prime de la quantité — renfermée entre les deux pa- 
renthèses; d'où l'on tire — =a, ou bien, en divisant la même équation 
par xy, elle devient 



r i 

= o, 

v x 



dans laquelle les variables x> y ne sont plus mêlées. Prenant donc la 
fonction primitive de chaque terme, on aura 

\y— \x = \a, 
IX. . i3 
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la caractéristique I indiquant les logarithmes hyperboliques, d'où l'on 

tire — =tf, comme plus haut. 

x l 

En général, si l'on peut réduire l'équation à la forme 

où les variables sont séparées, il n'y aura qu'à prendre les fonctions 
primitives def(x) et de y'F(j), et faire la somme égale à une con- 
stante arbitraire a, et la même chose aura lieu si Ton peut ramener la 
proposée à cette forme par une substitution quelconque. 
Soit, par exemple, une équation de la forme 



>--'($) 



Je fais — =u; donc y = xu, y' = xu'-hu 9 et l'équation devient, par 
ces substitutions, 

X w'-f- U—f(u) 9 

laquelle peut se mettre sous la forme 



x «—/(«) 

qui est comprise dans la précédente. 
Si l'on avait l'équation 

au lieu de la réduire à la forme précédente, j'en prendrais les fonctions 
primes, ce qui me donnerait 

équation réductible à la forme 



et qui, en faisant y' = u, rentre encore dans le cas précédent. Ayant 
trouvé ainsi une équation primitive entre x et u avec une constante 
arbitraire, c'est-à-dire entre x et y', on chassera y' par le moyen de la 
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proposée, et l'on aura une équation entre x et y avec la constante 
arbitraire, laquelle sera, par conséquent, l'équation primitive complète 
de la proposée. Cette dernière méthode est, comme l'on voit, une ap- 
plication de la théorie du Chapitre précédent. 

50. De cette manière, on ramène, comme l'on voit, la recherche des 
fonctions primitives de deux variables à celle des fonctions primitives 
d'une seule variable; mais, comme on n'y parvient ordinairement qu'en 
employant pour x et y d'autres variables, comme / et w, c'est-à-dire 
en substituant pour x et y des fonctions données de / et w, il faut 
observer, à l'égard de ces substitutions, que, u devenant fonction de / 
en vertu de l'équation qui a lieu entre x et j, ces deux variables de- 
vront être aussi regardées comme fonctions de /. Donc, ayant supposé 
y-=zf{xr) y on aura, en regardant maintenant xety comme fonctions 
de /, y'=x'f'(x) (n° 16); mais, lorsqu'on regarde y simplement 
comme fonction de x y on a/=/'(x), comme nous l'avons fait jus- 
qu'ici; donc, pour passer de cette hypothèse à celle où x et y sont 

fonctions de /, il faut mettre à la place de y' la quantité —-• 

Ainsi, ayant à transformer l'équation 

y = ¥[*,?), 

on commencera par la changer en 

/ = *'F(jr f j-); 

ensuite on y substituera pour x 9 y, x',y' leurs valeurs en /, u et u\ où 
u! sera la fonction prime de w, regardé comme fonction de /. 
De même, puisque y" est la fonction prime de y\ regardé comme 



é-^-/-,c'< 



fonction de x 9 il faudra substituer pour y" la quantité - — r-> c'est- 

à-dire ~r — ^-nr» et ainsi de suite. 

x' x x 1 * 

Donc, si dans une équation, au lieu de regarder y comme fonction 
de x 9 on voulait réciproquement regarder x comme fonction de r, 
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alors la fonction prime de y deviendrait l'unité, et Ton y substituerait 

i x" . 

simplement — pour y', ^ pour y'\ et ainsi de suite. 

X X 

51. Il y a, au reste, une manière générale de trouver l'équation pri- 
mitive d'une équation dérivée d'un ordre quelconque : elle consiste à 
rendre le premier membre de l'équation, dont le second est zéro, une 
fonction dérivée exacte par le moyen d'un multiplicateur. On trouvera 
dans la Leçon XIII du Calcul des fonctions une démonstration de l'exis- 
tence de ce multiplicateur dans toutes les équations dérivées (*); mais 
la recherche en est le plus souvent très -difficile, ce qui rend cette 
méthode plus curieuse qu'utile. 

52. Quant à la manière de trouver les fonctions primitives des fonc- 
tions d'une seule variable, comme de Y{x) ou de y' F(y) 9 on sait que, 
si F(x) est une fonction rationnelle de x 9 on peut toujours la décom- 
poser en différents termes de la forme x m ou ; -. — r-» m étant un 

r [a -h bx) m 

nombre entier positif et a-hbx un facteur du dénominateur de la 

fonction, s'il en a un. Ainsi la fonction primitive de F(x) sera com- 

' i» * * i * i i c xm+i * [a-hbx)*- m , 

posée d autant de termes de la tonne r- et W? ^-r-* ou \x si 

r m -f- 1 b[i — m) 

m — — i, et l< *~t x ' si m = i, et il en sera de même de la fonction 

primitive de y' Y {y) (n° 32). 

Si ¥(x) contient des quantités irrationnelles, on les fera disparaître 
par des substitutions, ce qui n'est possible en général, par les méthodes 
connues, que pour les radicaux de la forme \ja-\-bx-\-cx". Quand il 
y a dans Y(x) des radicaux plus compliqués, ou même quand il y a 
plus d'un radical de cette forme, la recherche de la fonction primitive 
devient impossible en général par les méthodes connues, et Ton ne 
peut l'obtenir que par le moyen des séries, soit en faisant disparaître 
les radicaux par leur résolution en série, soit en employant la méthode 
générale pour le développement en série de toute fonction de x (n° 33). 

(') OE uvres de La grange, t. X. 
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Pour cela, on supposera f'(x) = F(a?); de là on aura 

/V) = F(«), f"[x) = f'(x) 

Donc la valeur de /(a?), fonction primitive de F(a?) f sera représentée 
ainsi, 



X" -,. X 



3 



/(*)=/+*F+^F'+^F" + ..., 

les quantités/, F, F', ... étant les valeurs de /(a?), F(#), F'(#), ... 
lorsque x = o, où Ton voit que/sera une constante indéterminée. 

53. Si, pour une équation proposée d'un ordre quelconque, on par- 
vient à trouver une équation d'un ordre inférieur qui ne renferme point 
de constantes arbitraires ou qui n'en renferme pas autant qu'il peut y 
en avoir, alors cette équation ne pourra pas être regardée comme une 
équation primitive complète, mais elle ne sera qu'un cas particulier 
de cette équation, dans lequel on aurait donné aux constantes arbi- 
traires des valeurs particulières. 

Mais il y a un cas très-étendu, dans lequel il suffit d'avoir plusieurs 
valeurs particulières dey enx pour pouvoir en obtenir la valeur com- 
plète : c'est celui où l'équation d'un ordre quelconque ne renferme les 

y* y'* y"* ••• °I ue sous ' a ^rme linéaire. 
Soit, en effet, proposée l'équation 

Aj-f- B/ H- Cj"-f- D/"h- . . . — o, 

dans laquelle A, B, C, . . . soient des fonctions données de x seul. Soient 
p,q,r, ... des fonctions différentes de x qui, étant substituées pour y, 
satisfassent chacune en particulier à cette équation. Je dis que l'on 
aura, en général, 

y = ap + bq -f- cr -+- . . . , 

a, b, c, ... étant des constantes arbitraires, ce qui est évident, car 
cette expression dey, étant substituée dans la même équation, y satis- 
fera indépendamment des constantes. D'où il suit que, si le nombre 
,dcs valeurs particulières/?, q, r, ... est égal à celui de l'ordre de l'équa- 
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lion proposée, c'est-à-dire à l'indice de la fonction dérivée y'""' la plus 
élevée, on aura l'expression complète de y. L'analyse du n° 44 fournit 
un exemple de cette méthode. 

Mais il y a plus : on peut alors trouver aussi la valeur complète dey, 
qui satisfera à l'équation 

X étant aussi une fonction quelconque de x. 

Comme cette méthode est une des plus utiles dans ce genre d'analyse, 
je crois devoir l'exposer ici en peu de mots. 

54. Supposons que l'équation proposée soit du troisième ordre; on 
verra aisément que la méthode est générale pour un ordre quelconque. 

Soit donc l'équation 

A r+ B/4-C;r" + /"=X, 

et soient/?, q, r trois valeurs différentes et particulières de y et x qui 
satisfassent à l'équation 

en sorte que Ton ait 

Kp -+- Bp' + Cp'+jT= o, 

Aî + B(/'+Cî"h-^o, 

Ar +Br' + Cr w +r*=:o. 

Supposons y = #/> -h Ay-i-cr, et regardons a, b 9 c comme trois fonc- 
tions inconnues de x qu'il s'agira de déterminer; en prenant les fonc- 
tions primes, secondes et tierces de y, on aura d'abord 

y z=n ap' + bq' 4- cr' -i- pa* + qb' -+- rc\ 

Je suppose pa '•+- qb' -\-rc'=o; j'aurai simplement 

y = ap' -+- bq'-\- cr' . 

De là, en prenant de nouveau les fonctions primes, j'aurai 

r" = ap" H- bq'' -+- cr" -+- a'p' h- Vq' ■+- c'r '. 
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Je suppose derechef a'p -h b'q 4- c'r' = o; j'aurai simplement 

d'où je tire, en prenant encore les fonctions primes, 

y= apT 4- bq m 4- cr" 4- «'//' -4- 6y 4- c V. 

Je substitue maintenant les valeurs dey, y', y" et y" dans l'équation 

proposée; il est visible que, par la nature des quantités/?, q, r, les 

termes qui contiendront a, b, c se détruiront, et il ne restera qui 1 

l'équation 

ay+Vq" + c'r"=X, 

qui, étant combinée avec les deux équations supposées 

a'p 4- b'q 4- c'r = o, 
dpf + Vq' + c'r' = o 9 

servira à déterminer les trois quantités a\ b'\ c , les quantités p, q, r 
et leurs fonctions primes et secondes étant connues, ainsi que la quan- 
tité X. 

Supposons donc qu'on ait trouvé a' = P, b' = Q, c = R ; ces quantités 
P, Q, R étant des fonctions connues de x, il n'y aura qu'à les regarder 
comme des fonctions primes et en chercher les fonctions primitives, 
qui contiendront chacune une constante arbitraire qui pourra lui être 
ajoutée. On aura ainsi les valeurs des inconnues a, b, c, qu'on substi- 
tuera ensuite dans l'expression de y. 

55. Lorsque l'équation n'est que du premier ordre, on n'a besoin 

que d'une valeur p, et l'on peut toujours la trouver, car on a alors 

l'équation 

kp 4- p'=o, 

a laquelle satisfait cette valeur /> = e~ M , M étant la fonction primitive 

de A, de manière que M' = A, et e dénotant toujours le nombre dont 

le logarithme hyperbolique est l'unité; en effet, on aura, en prenant 

les fonctions primes, 

p'=-We~*=-kp. 
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Pour les équations d'un ordre supérieur au premier, il n'y apas de 
méthode générale pour trouver les valeurs de p, q, . . . , à moins que 
les coefficients A 9 B, C, ... ne soient constants. Mais, dans ce cas, il 
est aisé de les trouver, car il n'y a qu'à supposer p = <f x , m étant une 
constante indéterminée; on aura 

p' = me mjr , p" = m~ e mx f ... ; 

donc l'équation 

\p -4- B/+C/;"+l)/+...=:o 

deviendra 

A -f- Bm + Cm 2 + l)m 3 + . . . = o, 

laquelle sera, généralement parlant, d'un degré égal à l'ordre de 
l'équation proposée. Elle aura donc autant de racines qu'il y a d'unités 
dans ce degré, et, si l'on désigne ces racines par m f n, . . ., on aura 

p =. e mjc , q = e nx , . . . , 

de sorte que, dans ce cas, la difficulté est réduite à la résolution des 
équations. 

56. On peut souvent rendre linéaires des équations qui ne le sont 
pas, par le moyen des substitutions, et, comme cette transformation 
est toujours avantageuse, voici deux cas très-étendus où elle réussit. 

Le premier est celui de l'équation 

r = */(/} + *(/). 

qui est plus générale que celle que nous avons traitée ci-dessus (n° 54). 
J'en prends d'abord les fonctions primes; j'ai 

je fais y 9 = z, et par conséquent y" = z f ; j'ai 

z = xz'f'(z)+fiz)+z'F'(z) 9 
équation du premier ordre en x et z, où z est censé fonction de x. 
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Maintenant je regarde x comme une fonction de z; il faudra mettre 
^7 à la place de z' (n° 50), et il viendra l'équation 

qui est, comme Ton voit, du premier ordre et linéaire en x. On pourra 
donc, par la méthode précédente, en trouver l'équation primitive en x 
et z\ mais la proposée, par la substitution de z au lieu dey', devient 

* r=*/(*) + F (*); 

éliminant donc z de ces deux équations, on aura une équation en x 
et y, qui sera l'équation primitive de l'équation proposée. 
Le second cas est celui de l'équation 

/H-M/ 2 -+-N=:O f 

z' 
M et N étant des fonctions de x. Ici je fais y = r=- » ce qui donne 

z" z'* z'M' 



/-- 



M* Mz* M»z' 



substituant ces valeurs et multipliant par Ms, l'équation devient 

Al 

qui est, comme l'on voit, du second ordre, mais linéaire par rapport 

à z. 

Supposons qu'on ait trouvé d'une manière quelconque deux valeurs 

particulières de y en x 9 c'est-à-dire sans constante arbitraire, que nous 

z' 
dénoterons par/> et q. Pour la valeur/?, on aura ^ =p, d'où l'on tire 

s==e p , en dénotant par P la fonction primitive de pM; on aura de 

même, pour la valeur q, s = e Q , Q étant la fonction primitive de^M. 

Ayant ainsi deux valeurs particulières de z 9 on aura la valeur complète 

(n° 53) 

z = <uT+b& 9 

IX i4 
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z' 
aetb étant deux constantes arbitraires; donc, puisque y = ^p et que 

P'=jdM, Q' = qM 9 on aura cette valeur complète de y, 

ape p -+- bqe** 

c'est-à-dire, en faisant - = c, 

où c est la constante arbitraire. 

Par exemple, si N= — m M, m étant une constante, il est aisé de 
voir que Ton satisfera à la proposée en y en faisant y= \//n, et, à 
cause de l'ambiguïté du radical, on aura 

p = \ , m, q=— \nx\ 

donc, nommant L la fonction primitive de M, on aura 

P = L v 'm, Q = — Lv/w, 

et la valeur complète de y sera 

(i — ce- ,Lv ^) v m 

__ ■ # 

Au reste, dans ce cas, l'équation proposée peut se mettre sous lajbrme 

y 



y 2 — m 



+ M = o, 



où les variables x et y sont séparées, et dont on peut trouver l'équa- 
tion primitive, comme nous l'avons montré plus haut. 

57. Lorsque l'équation proposée n'est pas linéaire en v, y\ y", - . . 
ou qu'elle n'est pas comprise sous la forme précédente, je ne connais 
aucune méthode générale pour compléter les valeurs particulières de y 
qu'on aurait trouvées; mais on y peut toujours parvenir par le moyen 
des séries. 
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Supposons, en effet, que, pour une équation du premier ordre en x, 
y et y', la valeur complète de/ soit f(x, a), a étant la constante arbi- 
traire. En donnant à a une valeur particulière A, la quantité /(a?, a) 
deviendra une valeur particulière de y, que nous nommerons p et que 
nous supposerons connue d'une manière quelconque. Faisons mainte- 
nant a = h-hi\ et développons la fonction /(a?, /* + *) en série ascen- 
dante suivant les puissances de *; le premier terme sera /(a?, h)=p, 
et les autres termes seront de laforme qi + ri 2 + . . ., q, r, ... étant des 
fonctions de x. Si Ton substitue cette expression de y dans l'équation 
donnée du premier ordre, il faudra qu'elle se vérifie indépendamment 
de la constante i, qui doit demeurer arbitraire. 

Soit donc 

l'équation du premier ordre à laquelle satisfait la valeur particulière 
y=p; on aura, d'après cette condition, 

p'=F(x f p). 

Substituons pour y la série/? + iq -+- iV-k . ., et développons aussi 
la fonction ¥(x, y) en série suivant les puissances de i; si l'on dénote 
simplement par F' (y), F" (y), ... les fonctions primes, secondes, etc. 
de ¥(x 9 y) prises relativement à y seul, et qu'on fasse, pour abréger, 
o = iq -+-i 2 r + . . ., on aura, par la théorie exposée plus haut sur le dé- 
veloppement des fonctions, 

D'un autre côté, on aura, en prenant les fonctions primes, 

/ = p'+q'i -h # / i*-t-. . . ; 

donc, substituant ces valeurs dans l'équation y f = ¥(x 9 y) et ordon- 
nant les termes suivant les puissances de i 9 on aura, à cause de 

iq' + i» r' + . . "= iq ¥'{p) -4- i* [rF(/>) 4- Ç F"(/>)1 -4- . . . , 
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d'où l'on tire, par la comparaison des termes affectés des mêmes puis- 
sances de i, les équations suivantes : 

q'=qF'(p), r' = rr[p) + £r[p), ..., 

qui serviront à déterminer successivement toutes les inconnues y, r, .... 

Comme les quantités F'(/>), F"(/>), ... sont des fonctions données 
de x y il est visible qu'on n'aura pour ces inconnues que des équations 
linéaires du premier ordre, susceptibles de la méthode du n° 55; il ne 

sera pas même nécessaire d'avoir les valeurs complètes de q 9 r il 

suffira d'avoir des valeurs quelconques qui satisfassent à ces équations 
de condition. 

Ayant ainsi déterminé les valeurs des quantités q, r, s, ...» on aura 
cette valeur complète de y, 

y = p + iq + ï*r + . . ., 

dans laquelle i sera la constante arbitraire qui manquait à la valeur 
particulière y =p. Cette valeur sera à la vérité exprimée par une série, 
mais la convergence de cette série ne dépendra que de la valeur de la 
constante i. 

Cette méthode est aussi applicable, avec l'extension convenable, aux 
équations des ordres supérieurs au premier; mais les équations qu'on 
trouvera pour la détermination des fonctions inconnues seront du même 
ordre, et par conséquent on ne pourra trouver, en général, les valeurs 
de ces fonctions que dans le cas où les coefficients seront constants. 

Au reste, cette méthode est le fondement des solutions des princi- 
paux problèmes de la théorie des planètes. Comme les excentricités et 
les inclinaisons qu'on doit regarder comme des constantes arbitraires 
sont fort petites, et que l'effet des' attractions est aussi très-petit, le 
cercle fournit d'abord des valeurs particulières, et l'on complète en- 
suite ces valeurs par des séries qui procèdent suivant les puissances 
de ces constantes très-petites. 
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CHAPITRE IX. 

DES VALEURS SINGULIÈRES QUI NE SONT PAS COMPRISES DANS LES ÉQUATIONS 
PRIMITIVES COMPLÈTES • DES ÉQUATIONS PRIMITIVES SINGULIÈRES. 



58. La méthode que nous venons d'exposer pour trouver l'équation 
primitive par le moyen des séries est fondée sur la supposition que 
toute fonction F(#, y) de deux variables x f y puisse toujours, par la 
substitution de p -H ci -f- ri 2 -f-. . . à la place de 7, se développer en une 
série ascendante suivant les puissances entières de 1; mais, comme 
cette série résulte du développement d'une fonction de y+o, en fai- 
sant = yi-f-ri*-*-... et donnant à y une valeur particulière/?, il 
s'ensuit de la théorie que nous avons donnée dans le Chapitre V que 
ce développement pourrait contenir des puissances fractionnaires ou 
négatives de 0, auquel cas la série dont il s'agit contiendrait nécessai- 
rement de pareilles puissances de 1. Alors la série qui doit représenter 
la valeur de y pourra ne plus avoir la même forme; mais, comme 
y=f(x, a), et qu'on suppose a = h-^i et p=f(x 9 h), le premier 
terme sera toujours p et le second pourra encore être supposé de la 
forme qi 9 car, s'il était de la forme qi n 9 n étant un exposant quel- 

conque, il n'y aurait qu'à substituer i n à la place de i et supposer que a 

i 
devienne h -4- 1", ce qui est indifférent, puisqu'on regarde 1 comme une 

constante arbitraire; mais les termes suivants pourront être de la forme 

ri m -h «"-+-..., où m devra être >i, /i>m, . .., par hypothèse. 

Substituant donc, dans ¥(œ t y), poury, la série 

p 4- qi -f- ri m -\r*i n + * . . , 



Digitized by 



Google 



110 THÉORIE DES FONCTIONS. 

et développant suivant les puissances ascendantes de *, on aura une 
série de cette forme 

F(j:,/>]-i-P*>-hQi % -+-..., 

|jl étant différent de l'unité, v>p., ..., et P t Q, ... étant des fonc- 
tions données de x. Donc l'équation 

deviendra, par ces substitutions, 

iç'H-i^r'+i^i'H-. . .= Pi>+Qi % -4-. . ., 

laquelle devra se vérifier indépendamment de la valeur de i. 

Donc, si |x.>i, on pourra faire y'=o, m = [/. et r' = P, ensuite 
n = v, $' = Q, — Ainsi, on aura d'abord q égal à une constante, ou 
plus simplement q = \; ensuite, comme P ne dépend que de q et de x y 
on trouvera la valeur de r en prenant la fonction primitive de P, et 
ainsi de suite. 

59. Mais si [/.<i, alors il sera impossible de satisfaire à l'équation 
de manière que i demeure une constante arbitraire, et l'on devra en 
conclure que la valeur particulière p, ne pouvant pas être complétée 
ainsi, ne saurait être contenue dans l'expression générale /(a?, a), qui 
représente la valeur complète de y. 

Maintenant il est visible que, quel que puisse être le premier terme 
Pi* du développement de Y[x 9 y) par la substitution de/n-jr*-hn*-H... 
à la place de y, il ne peut venir que des termes p-\-qh de sorte qu'il 
sera le même que si Ton substituait simplement/? -+■ qi à la place dey. 
Donc le développement de F (a?, y) par la substitution de jd-+-o à la place 

de y sera F(x, p)-\ -f- . . .; donc, puisque la série résultante de ce 

développement contient un terme affecté de o*, ou ^ est >o et < i f 
il s'ensuit de la théorie donnée au n° 29 que la fonction prime Y (y) 
devra devenir infinie lorsque y = p* 
De là on tire cette conclusion que la valeur particulière p ne pourra 
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pas être contenue dans l'expression complète de y si cette valeur rend 
la fonction F'(j) infinie, c'est-à-dire la fonction ^ry— r nulle. 

Réciproquement donc, l'équation .,, , . = o donnera toutes les va- 
leurs de y qui, pouvant satisfaire à l'équation y' = ¥(x, y) comme 
valeurs particulières, ne seront pas renfermées dans la valeur com- 
plète. On pourra appeler ces valeurs valeurs singulières, pour les dis- 
tinguer des autres, et, en général, on pourra appeler équation primitive 
singulière toute équation en x et y qui satisfera à une équation du 
premier ordre entre x 9 y et y', ou à une équation d'un ordre supérieur, 
et qui ne sera pas comprise dans l'équation primitive complète, c'est- 
à-dire qui ne sera pas un cas particulier de cette équation. 

60. Nous venons de voir qu'il y a une espèce d'équations qui peuvent 
satisfaire à des équations d'un ordre supérieur et qui ne satisfont pas 
aux équations d'où celles-ci peuvent être dérivées, parce qu'elles ne 
sont pas renfermées dans les équations complètes d'un ordre inférieur 
à celles-ci. Ces équations ne forment pas une exception à la théorie 
générale exposée plus haut (n° 46), mais elles résultent d'une consi- 
dération particulière dans la manière dont les équations d'un ordre 
supérieur sont dérivées par l'élimination des constantes. En effet, on 
y a vu que les deux équations F (x 9 y) = o et ¥(x 9 y)' = o donnent, par 
l'élimination d'une constante a, une équation dérivée du premier ordre 
entre ce, y ety' 9 dont ¥{x 9 y) = o sera l'équation primitive. 

Or il est évident que le résultat de cette élimination serait le même 
si la quantité a, au lieu d'être constante, était une fonction quelconque 
de x; mais, dans ce cas, la fonction prime de F(x, y) ne serait plus 
simplement ¥{x 9 y) f : elle contiendrait de plus une partie provenant 
de la variation de a, et, si l'on désigne par F(a) la fonction prime de 
¥{x 9 y) prise relativement à la variable a, on aura a'F(a) pour la 
partie dont il s'agit, a' étant la fonction prime de a regardé comme 
fonction de x. 

Ainsi , dans le cas où a serait fonction de x 9 l'équation prime de 
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¥(x 9 y) =o serait 

F(x 9 y) l + a'F'(a) = b; 

donc, pour qu'elle se réduise à ¥(x 9 y)' = o 9 comme dans le cas de a 
constante, il faudra que l'on ait F'(a) = o, équation qui servira à déter- 
miner la valeur de a, et qui n'est autre chose, comme Ton voit, que 
l'équation prime de l'équation primitive, prise relativement à a, d'où 
il s'ensuit que, si l'on substitue cette valeur de a dans l'équation pri- 
mitive ¥(x 9 y) = o, on aura une équation en x et y, qui satisfera éga- 
lement à l'équation du premier ordre et qui ne sera pas renfermée 
dans l'équation primitive, où a est la constante arbitraire. 

On pourra appliquer la même théorie aux équations des ordres supé- 
rieurs et en déduire des conclusions semblables. 

61. Pour voir maintenant si l'équation qui résulte de cette considé- 
ration est la même que l'équation primitive singulière, déduite de 
l'analyse précédente, supposons, comme plus haut (n° 58), que l'équa- 
tion du premier ordre soit réduite à la forme ^' = F (^r, y) et que son 
équation primitive complète soity =/(#, a) 9 a étant la constante arbi- 
traire. Pour en déduire l'équation primitive où a est variable, on prendra 
l'équation prime relativement à a seul, et, si l'on désigne par <p(a?, a) 
la fonction prime de/(x 9 à) prise relativement à a, on aura <p(x y a) = o, 
d'où l'on tirera a, qu'on substituera dans/(#, a), et l'on aura une 
valeur particulière de y qui satisfera aussi à la proposée du premier 
ordre. Nous appellerons/? cette valeur particulière, comme dans le nu- 
méro cité. 

Maintenant, puisque la valeur complète /(a?, a) dey doit satisfaire à 
l'équation y' = ¥{x 9 y) quelle que soit la constante a, il s'ensuit que, 
en faisant la substitution, l équation résultante 

/'(*, a) = F[x, /(*,«)] 

devra avoir lieu quelle que soit la valeur de a. Par conséquent, son 
équation prime, prise relativement à a regardée comme seule variable, 
devra avoir lieu aussi quelle que soit la valeur de a (n° 17). 
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Puisque f'(x, à) est la fonction prime def(x, a) prise relativement 
k x f la fonction prime de celle-ci prise relativement à a sera donc la 
fonction seconde de f{x, a), prise d'abord relativement à x et ensuite 
relativement à a, laquelle est la même chose, comme nous le démon- 
trerons plus bas, que la fonction seconde de f(x, a) prise d'abord 
relativement à a et ensuite relativement a x. Ainsi, ayant désigné par 
9 (a?, a) la fonction prime def(x, a) par rapport à a, on aura <p'(.r, a) 
pour la fonction prime de f'(x 9 a) prise également par rapport à a, 
les traits appliqués aux caractéristiques /et <p ne se rapportant qu'a la 
variable x. 

A l'égard de la fonction ¥[x,f(x, a)], comme elle résulte de la 
substitution dcf(x, a) à la place de y dans ¥(x,y) 9 sa fonction prime 
relativement à a sera exprimée par ¥'(y).o(x, a) (n° 16), puisque 
nous avons désigné par ¥'(y) la fonction prime de ¥(x, y) relativement 
à y y et par o(x, a) la fonction prime, de f(x, a) ou y relativement à a. 

Donc l'équation prime de l'équation 

/'(*,«) = F(*, r ) 

prise relativement à a sera 

xf[x 9 fl) = F'( i r).9(*,fl), 
d'où l'on tire 

F'(r)=ïï*4 

Or nous venons de trouver que, pour avoir la valeur particulière/?, 
il faut substituer dans f(x, a) la valeur de a tirée de l'équation 
<p(x,a) = o. Dénotons parX cette valeur de a> qui sera une fonction 
de a?; la fonction o(x, a) aura cette forme 

ç(* f a) = V(X-«)"' f 

m étant >o, etV étant une fonction de x qui ne deviendra ni nulle 
ni infinie lorsque a = X; on tirera de là 

<t'[x 9 a) = V'(X- a)*»+ mVX'(X- a)'»-*. 
IX. i5 
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Donc on aura 

_,, , V mX' 

Mais y devient p lorsque a = X; donc ¥'{y) deviendra infini lors- 
que y=p> comme dans le cas du n° 59. Ainsi les deux méthodes des 
n°* 58 et 60 conduisent aux mêmes résultats et donnent les mêmes 
valeurs singulières ; mais la seconde a l'avantage d'être plus directe et 
de donner la vraie métaphysique de cette espèce de paradoxe. 

62. Supposons, pour donner un exemple, que l'équation primitive 

soit 

X-— lay — a 2 — - i 2 =o; 

en prenant les fonctions primes, on aura l'équation prime 

x — aj J = o ; 

éliminant a par le moyen de l'équation primitive, on aura l'équation 
du premier ordre 

x — (—^4- ^x' À -+-y 2 — b*)y = o, 

dont celle-là sera l'équation primitive complète, a étant la constante 
arbitraire. 
Maintenant, si Ton prend la fonction prime de la même équation 

x- — lay — a 2 — 6 2 =o 

relativement à la quantité a regardée comme une fonction de x, on 

aura 

— i(y + a)a'=o, 

ce qui donne 

r + « = o> a = — J, 

et, substituant cette valeur dans la même équation primitive, on aura 

* 2 -hj 2 — 6 2 = o« 

Cette équation satisfera par conséquent aussi à la même équation du 



Digitized by 



Google 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE IX. 115 

premier ordre, ce qui est aisé à vérifier, car elle donne 

y* = b 2 —x 2 el yy= — x, 

valeurs qui, étant substituées dans la quantité 



x-*rjY — yyJx 2 -\-y 2 — b' 2 , 

la rendent identiquement nulle. Ce sera donc l'équation primitive sin- 
gulière. 
En effet, suivant la théorie du n° 61, on aura, dans le cas présent, 



T[x,r) = . et p = )/b* — x*; 

donc, en prenant les fonctions primes relativement ky seul, on trou- 
vera 

FI y) = = - — -» 

(— r ■+• >/ x * ■+■ ) 2 — **) v* 2 h- r 2 - ** 

quantité qui devient infinie, comme l'on voit, par la supposition de 
y = p = sjfr — x' 1 . 

63. Supposons maintenant que l'on ait l'équation du premier ordre 
y = Y{y) et que la fonction Y [y) dey soit telle qu'elle devienne nulle 
lorsque y est égal à une constante donnée b; il est visible que cette 
valeur de y satisfera à l'équation, car y = b donne aussi y' = o. On 
demande si cette valeur de y est une valeur particulière comprise dans 
la valeur complète ou bien si ce n'est qu'une valeur singulière. On 
prendra la fonction prime de F(j), et, si F'(/) devient infini lorsque 
y = b, la valeur b ne sera qu'une valeur singulière; sinon, elle sera une 
valeur particulière. 

Soit 

F( r ) = K( r -*)» f 

m étant >o el K une constante; on aura 

F(r) = mK (/-*)"-«, 
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quantité qui devient infinie lorsque m<i; donc la valeur y=b sera 
une valeur singulière si m>o et <i, et une simple valeur particu- 
lière si m= ou > i. En effet, l'équation 

f = K[y—b)'* 9 

étant divisée par (y — b) m et mise sous la forme 

(/ — b)- m y'— K = o, 
a pour équation primitive 

(r — by~ m 



1 — m 



Ylx = a, 



a étant la constante arbitraire, d'où Ton tire 

y = b -h [(m - 1) [a -h K*)] r 



1 

— /M 



Donc, pour que l'on ait y = b f il faudra que la quantité (a 4- Ko?) 1 
devienne nulle. Or, si /w> o et < 1, l'exposant — — sera positif; par 
conséquent, il sera impossible de donner à a une valeur qui fasse éva- 
nouir la quantité dont il s'agit. Mais si m> 1 , alors, l'exposant — ^ — 

devenant négatif, la quantité (a 4- Ka?) 1 "'" deviendra nulle lorsque a 
sera infini; car, faisant a=-, cette quantité deviendra 



(i-f- Kcr)"'- 1 



laquelle devient zéro lorsque c = o. 

La même chose a lieu lorsque m= 1; alors l'équation primitive con- 
tient des logarithmes ou des exponentielles, car on a 



et, divisant par y— b> 



y'=K(y-b) 



r - K = o, 



y—b 
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dont l'équation primitive est 

\{y-b)-Kx = \a, 
d'où l'on tire 

y = b -h ae Kx , • 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité et a la 
constante arbitraire. Ici il est évident qu'en faisant a égal à zéro on 
aura y = b. 
Supposons encore 

F(r) = v% 

Y étant une fonction de y qui devienne nulle lorsque y = b; on aura 

2v/Y 

donc, puisque Y devient nul lorsque y = b, si Y' ne devient pas nul 
en même temps, F (y) deviendra alors infini et la valeur/ = b ne sera 
qu'une valeur singulière. Donc, pour que cette valeur soit une simple 
valeur particulière, il faudra que Y' devienne nul en même temps 
que Y, en faisant y = b. 

Cette théorie des équations primitives singulières est présentée 
d'une manière plus générale et avec de nouveaux détails dans les 
Leçons XIV, XV, XVI et XVII sur le Calcul des /onctions (*), auxquelles 
nous renvoyons les lecteurs qui désireraient approfondir davantage ce 
point d'Analyse. 

(*) OL' livres de Lagrange, t. X. 
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CHAPITRE X. 



DE L'EMPLOI DES FONCTIONS DÉRIVÉES DANS L'ANALYSE ET DE LA DÉTERMINATION 
DES CONSTANTES ARBITRAIRES. APPLICATION A LA SOMMATION DES SUITES ET A 
LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DU TROISIÈME DEGRÉ. 



64. Par les principes que nous venons d'établir à l'égard des con- 
stantes arbitraires, on voit que ces constantes forment la liaison entre 
les équations primitives et les équations dérivées; celles-ci sont par 
elles-mêmes plus générales que les équations d'où elles dérivent, a 
raison des constantes qui ont disparu ou qui peuvent avoir disparu; 
elles équivalent proprement à toutes les équations primitives qui ne 
différeraient entre elles que par les valeurs de ces constantes. 

On peut donc toujours passer d'une équation regardée comme pri- 
mitive à une de ses dérivées d'un ordre quelconque, et réciproquement 
revenir de celle-ci à celle-là, pourvu que cette dernière opération intro- 
duise toujours des constantes arbitraires et qu'on ait soin de déter- 
miner ces constantes d'une manière conforme à l'équation primitive, 
comme nous en avons déjà donné des exemples (n 08 49 et suivants). 
Avec cette attention, on pourra employer dans l'Analyse les opérations 
relatives aux fonctions, comme on y emploie les opérations ordinaires 
d'Algèbre. 

Ainsi, ayant une équation en x et y, on pourra immédiatement en 
déduire des équations dérivées d'un ordre quelconque; mais, pour 
revenir de celles-ci à une équation en x et y, il faudra tenir compte 
des constantes arbitraires et les déterminer de manière que les valeurs 
dé y et de ses dérivées y' 9 y"> . . . soient les mêmes pour une valeur 
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donnée de x, comme x = o, que celles qui résultent de l'équation 
donnée. 

Si l'équation proposée n'était que du premier ordre en x,y 9 y', alors, 
cette équation ne pouvant fournir que les valeurs àey\jr", ... en a? 
et y, ces valeurs, pour x = o, contiendraient la valeur indéterminée 
de y; par conséquent, les constantes arbitraires dépendraient alors de 
cette valeur, qui serait elle-même une constante arbitraire, de sorte 
que, dans ce cas, toutes les constantes arbitraires se réduiraient à une 
seule. Elles se réduiraient à deux, par la même raison, si l'équation 
proposée était du second ordre en x,y,y' et y", et ainsi de suite. 

65. Pour faire mieux sentir l'esprit et l'usage de ces opérations, 
nous allons les appliquer encore à quelques exemples qui serviront en 
même temps d'exercice de calcul. 

Soit proposée la série 

14- — X-\ /tf 2 4 \ f) ri**-*-.-., 

dont on demande la somme. 

Supposons-la égale ky 9 en sorte qu'on ait une équation en x et y; 
je multiplie cette équation par a^" 1 , ce qui donne 

» ■ n I m ., . ff '( W + ») «-U4 . 

J n /i(/n-i) 

Je prends les fonctions primes de tous les termes; j'ai 

y x n-\ + (n — i)yx n ~* 

= /l — IX^+m^-' H * l -X n -{ ■ j—^ : L X W4 - | 4-. . ., 

où l'on voit qu'il a disparu un facteur du dénominateur de chaque 
terme. 
Je multiplie maintenant l'équation précédente par x m ~ n ; j'ai celle-ci 

j/jp/K-i_|_ (u — \)jrx m ~ 2 

/ x « . m [ m H- 1 ) m ( m -f- 1 ) ( m -f- s ) 

v y n n[n-hi) 
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Je fais le premier membre égal à/?', /»' étant la fonction prime de/>, et 
je prends l'équation primitive ; j'ai 

P = ï^-x>n-i + x>»+™ x >»+* + m \ m + j) x *+2 + .... 
r m — i n #i(n-+-i) 

Je n'ajoute point de constante arbitraire ici, parce qu'elle peut être 
censée renfermée dans p. 

Maintenant, en comparant cette nouvelle série avec la proposée, 
qu'on a supposée égale à 7, il est visible qu'on aura l'équation 

n — * 

p = x m ~ l H- x m r; 

r m — i J 

prenant les fonctions primes, et substituant pour p sa valeur 
y'x m ~ { 4- (n — i)yx m ~ 2 , on aura cette équation du premier ordre 
linéaire en y 

[n— i)x m - 2 -\-y'x m -h mx m ~ K y — y* x m ~ K -+- [n — i) j# w ~ 2 , 

laquelle se réduit à cette forme 

n — i — mx n — - 1 



J X(l— x) J x(i — x) 

Cette équation étant susceptible de la méthode du n° 55, on pourra 
donc trouver la valeur y en x, qui sera, par conséquent, la somme de 
la série proposée ; mais cette valeur devra contenir une constante arbi- 
traire, qu'on déterminera de manière que y soit égal à i lorsque x = o, 
comme il résulte de la série donnée. 

Si la série n'avait contenu que des facteurs simples, comme 

H x H x*-\ x*-h. .., 

n /i-f- 1 «-ha 

on eût trouvé, par les mêmes opérations, 

p = — ^— x m ~* -+- X m -f- x m +* -h x m +* -h 
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Or on sait que 



i + j + jp 2 + ...= ; 

i — x 



donc on aurait, dans ce cas, 

n — i . x m 

r m — i i — x 

prenant les fonctions primes et substituant la valeur de //, on aurait 

Tïl X m ~~ ' X m 

/x m -* + (* — i)yx m -*=(n — i)x m -*-\ h -. ^i 

I — X 11 — X i 

savoir, 

> [ n — l )j r » — i wt x 

J X ~~" X \—x (i — x) 2 

équation également linéaire du premier ordre. 

Cette méthode s'applique à des séries plus compliquées et peut 
conduire a des équations linéaires d'un ordre supérieur au premier. 
J'ai cru devoir au moins jl'indiquer, étant presque la seule méthode 
générale pour la sommation des suites. 

66. Soit maintenant proposée l'équation 

y = Ax-\- Bx 2 -\- x*, 

dans laquelle on demande l'expression de x en y. Cette expression peut 
s'obtenir par la formule connue pour la résolution des équations du 
troisième degré. Voici comment on y peut parvenir par la théorie des 
fonctions. 
En prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

/ = À + 2B*-h3x 2 , y"— 2B + 6*; 
si donc je forme la quantité 

y+ (nm-nx)y' -h (p -t-qx-h rx 2 )/*, 

où m> n 9 p, q f r sont des coefficients arbitraires, j'aurai un quadrinôme 
IX. 16 
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qui contiendra les puissances a?, x 1 et x* 9 et je pourrai faire évanouir 
les termes multipliés par chacune de ces puissances; j'aurai ainsi une 
équation du second ordre de la forme 

j + (m + nx)/+ (p + qx -h rx 2 )/^ C, 

où C sera une quantité constante; et cette équation renfermera encore 
deux coefficients indéterminés. 

Je pourrai donc encore faire en sorte qu'étant multipliée par iy' elle 
ait une équation primitive; car, pour cela, il suffira de faire q = im, 
r= n, et l'équation primitive sera 

F 2 -*- [P~*~ 2/nar-h nx 2 )y' 2 = aCp -h a, 

a étant une constante arbitraire qu'on déterminera, comme nous l'avons 
dit, en supposant x = o et mettant pour y et y' leurs valeurs tirées de 
l'équation proposée. Or elle donne, dans ce cas, y= o, y' = A; donc, 
faisant ces substitutions dans l'équation précédente, elle donnera 
pAr = a. 

Ainsi l'on aura cette équation en y du premier ordre 

où x ne monte qu'au second degré, circonstance sans laquelle on n'au- 
rait rien gagné pour la détermination de x en v. 

Mais, avant d'aller plus loin, il faut satisfaire aux conditions néces- 
saires pour que la quantité 

y-\- (m-\- nx)y f -h [p -+- imx -+■ nx 2 )y", 

après la substitution des valeurs de y, y\ y'\ devienne égale à une 
constante G. Cette substitution. donne la quantité 

Ajr + Bj 2 + x 3 + (m -h nx){K -4- aBar-f- 3x 2 ) 4- (/>-+- imx -h nx*)[iB-h 6x x ; 

développant, ordonnant les termes suivant les puissances de x, et éga- 
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lant à C le terme sans x et les autres à zéro, on aura 

mk -+- ipB = C, (i + «)A + 6mB -4- 6p = o, 
(i -h4 /l ) B-f- i5m = o, 14-9/1 = 0, 
d'où l'on tire 

1 B B 2 — 4A - 2B 2 — qAB 

n = » m = , p= — et C= - 

9 27 r 27 27 

Retenons, pour plus de simplicité, les quantités/? et C, et substituons 
celles de m et n dans l'équation ci-dessus; elle deviendra, en tirant la 
valeur de y\ 

3t/pA a H-«Cr — r 2 

r = * 



v/ 



*B 2 



Il faut maintenant en déduire l'équation primitive en x et y; mais, pour 
éviter les imaginaires, on doit distinguer deux cas, l'un où les radicaux 
sont réels, l'autre où ils sont imaginaires; car, puisque toute valeur 
réelle de x donne pour y et y 9 des valeurs réelles, il est visible que les 
deux radicaux de l'équation précédente seront réels ou imaginaires 
ensemble. 



Supposons donc, en premier lieu, que y/pA 2 -*- 2Cy—y- soit une 
quantité réelle; il faudra donc que />A 2 -i-C 2 >(y — C) 2 ; par consé- 
quent, on pourra supposer 



y— C = v/>A 2 -hC 2 sinz, 

ce qui donnera 

^pk* + *Cy — f 1 = s/pA'-hC 2 cos z, 

et, prenant les fonctions primes, 



y'= v7>A 2 -hC 2 z'cos2; 

substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle deviendra, en 

divisant par 3, 

/ 2B \~* z' 

(9/>- T .*-* 2 ) =3. 
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dont l'équation primitive peut être mise sous la forme 



X+- 



! = vA'-*-f sin (? +a )' 



a étant une constante arbitraire qu'il faudra déterminer en sorte que 
x = o donne y= o, conformément à la proposée. Soit a la valeur de z 
lorsque y = o; on aura donc les deux équations 



— C = v(pA 2 -hC 2 sin0, 
et 



B â / ÏÏ^ . la \ 

3 = v 9, ^¥ sin U +a > 



par lesquelles on déterminera d'abord a, ensuite a. Après quoi on dé- 
terminera z par l'équation 

r-c 



sins = 



V^À 2 -+-C 2 
et l'on aura 



* = -f ^s/vp^™^**)* 



et, comme au même sinus de 2 répond aussi l'angle z augmenté d'une 
ou de deux circonférences, on aura les trois valeurs de x en prenant 
pour z ces trois valeurs z, z-hc 9 z-h ac, c dénotant la circonférence 
du cercle. 

C'est le cas qu'on appelle irréductible et où les trois racines sont 
réelles. 



Supposons, en second lieu, que le radical \/pA 2 -+- aÇy — y 2 soit 
imaginaire; il n'y aura qu a multiplier le numérateur et le dénomi- 
nateur de l'expression de y' par v^— * > et l'on aura 



/_ 3^— pA 2 — iCy-hy* 



y — 9P + -y x + ** 
quantité toute réelle. 
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Ici j'observe que, si l'on fait 



X = ^ -4- * -f- y - 9p+?jx+x*, 

Y=— C-4-J+ v^— />A 2 — sCj-hj 2 , 

et qu'on prenne les fonctions primes, en regardant toujours y comme 
fonction de x, on aura 

Y'=/Y(-/»A>-aC/ + r«rt 
de sorte qu'on pourra réduire l'équation précédente à cette forme 

K — IL 

X - 3Y' 

dont les deux membres ont pour fonctions primitives IX et £1Y. On 
aura donc cette équation primitive 

lX = ilY-f-I6, 

b étant une constante arbitraire, et, passant des logarithmes aux 

nombres, on aura 

X=6y'Y. 

Pour déterminer b, on fera de nouveau x= o et y = o. Or X devient 
•5 ■+■ \/— 9P> et Y devient — C + y/—pA 2 ; donc on aura ' 



ft= J* + s/-9P 



Maintenant, ayant la valeur de X en ac, il est aisé d'en tirer x\ car, 
en carrant l'équation 



4 / ^* B _i_ 2 v B 
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on en déduira sur-le-champ 

(X -iB)» + 9P . 

x - ïx • 

par conséquent, en mettant pour X la valeur trouvée en y, savoir 

b\Y, on aura 

_ fAv^Y-iB) 2 ^-9P 
*~~~ 2fcy/Y 

Cette expression ne peut donner, comme l'on voit, qu'une seule valeur 
réelle de x; c'est le cas où l'équation a deux racines imaginaires. 

Si Ton fait B = o, les formules qu'on vient de trouver dans les deux 
cas se simplifient beaucoup et se réduisent aux formules connues pour 
la résolution des équations du troisième degré, privées du second 
terme; mais nous ne nous arrêterons pas davantage sur ce problème, 
qui appartient proprement a l'Algèbre, et que nous n'avons traité ici 
qu'en passant et pour montrer, par différentes applications, la ma- 
nière d'employer l'algorithme des fonctions. 



Digitized by 



Google 



PREMIÈRE PARTIE. - CHAPITRE XL 127 



CHAPITRE XL 



OU L ON DONNE L EQUATION PRIMITIVE D UNE EQUATION DU PREMIER ORDRE DANS 
LAQUELLE LES VARIABLES SONT SÉPARÉES, MAIS OU L'ON NE PEUT POINT OBTENIR 
DIRECTEMENT LES FONCTIONS PRIMITIVES DE CHACUN DES DEUX MEMBRES. 
PROPRIÉTÉS REMARQUABLES DE CES FONCTIONS PRIMITIVES. 



67. Prenons pour dernier exemple l'équation du premier ordre 



y> = _ v' A -+- i*r -*- ifr* -*- X) r* -+- K rj , 

v A -\-Bx H- Cx a -h bx* -+- Ex* 



En la divisant par le radical en y 9 on aurait une équation où les va- 
riables x et y seraient séparées; mais il serait impossible d'obtenir 
ainsi l'équation primitive, parce que les deux membres ne sont point 
réductibles en particulier à des fonctions primes. 

Voici néanmoins comment on y peut parvenir par le moyen des fonc- 
tions dérivées. 

Je suppose d'abord que x et y soient fonctions d'une autre variable /; 

il faudra, pour cela; substituer -— a la place de y' (n° 50) ; x' et y' se- 
ront alors les fonctions primes de x et y, regardées comme fonctions 
de t. En supposant que x soit une fonction quelconque de /, l'équation 
donnera pour y une fonction déterminée de t; ainsi je puis supposer 
que x soit une telle fonction de / que l'on ait l'équation 



x' = VA -h il* -h Lar 2 -r D* a •+-!£**; 
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l'équation précédente, où Ton a mis £ pour/', donnera pareillement 



/ = ^ A +- B/ -h Cy* -h \)y* -h EyK 

Qu'on fasse disparaître les radicaux dans ces deux équations, qu'en- 
suite on prenne les fonctions primes, on aura, après avoir divisé Tune 
para?', l'autre par^y', 

2a"= B + aCr + 3D**-*- 4Ex», 
if = B -f- *C/ wf- 3D^ -h 4Ej». 

. Faisons x-\-y=p % x—y=q> ce qui donne 

les deux équations précédentes, ajoutées et retranchées, donneront 
^= B + C/ih-^ (/,»+,«) -h Î^i+Spg»), 

De plus, comme p'q' = x' 2 —y' 2 , si l'on substitue les valeurs de a?' et 
de j' tirées des premières équations, on aura 

p'q'=Bq + Cpq + j[3p*q + q>) + ^{p*q + pq*). 

Maintenant je fais cette combinaison : 

qp ff -p'q'=-q*+Kpq*; 

multipliant les deux membres par ^> ils deviennent les fonctions 

primes de ^- et de Dp-hEp* f de sorte que j'aurai d'abord cette équa- 
tion primitive du premier ordre 

Ç = Dp + Ep*+a, 



ou a est une constante arbitraire. 
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Pour la déterminer, soit #ila valeur dey lorsque x = o; on aura 
dans ce cas, par les équations ci-dessus, 



x'=^A, /=^ + B#» -+• Cm 2 +Dm s ■+- Em* ; 

je fais cette dernière quantité égale à n, pour abréger. 

Ainsi, puisque p = x -h y, q = x—y,p' = x'-hy' 9 q' = x'—y', on 
aura, lorsque x = o, 

p=m, q = — m, p'=fÂ-+-n, q'=^A — n. 

Faisant ces substitutions dans l'équation qu'on vient de trouver, on 
aura 

m 2 

où l'on voit que, puisque m est une quantité indéterminée, la con- 
stante a demeure aussi indéterminée; mais les déterminations précé- 
dentes seraient utiles si, par d'autres combinaisons, on trouvait de 
nouvelles équations primitives avec des constantes arbitraires. 
Nous avons donc l'équation 



p'=q^a -f D/n- Ep 2 , 

qui, quoique du premier ordre, peut néanmoins donner tout de suite 
Péquation primitive en x et y de la proposée, puisque la valeur de/?', 
qui est x'-\-y\ est déjà connue en x et y. En effet, substituant les va- 
leurs de p, q et//, on aura 



\^A ■+■ Ux + Cx 2 + D jt» -4- Ejf* -4- ^A-t-B/- -t- Cy 2 •+- Dj 3 -+- Ey> 



= (* — r) >/ a -*- D (* -*-/) ■+■ E (* -+-7)*» 

où a est la constante arbitraire. 

Cette équation en x et y est, comme l'on voit, sous une forme assez 
simple, et la méthode par laquelle nous y sommes parvenus est fort 
remarquable; mais cette équation n'est pas la seule qu'on puisse ob- 
tenir par les formules que nous venons de trouver. 

IX. 17 
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En effet, si l'on substitue la valeur précédente de p dans l'équation 
trouvée plus haut, qui donne la valeur de pq\ on en tirera 

^ B + r;/>4-{D(3^-f-^)-f-^E(p»-h^) 

~~ sja -+- Dp -+■ Ep* 

Ici, remettant pour p et q leurs valeurs x-\-y et a? —y, et pour q sa va- 
leur x'-y= \/A-hlix-hCx*+Dx*+Ex* — sJA-hBy+Cy 2 -hDy-hEy % , 
on aura une nouvelle équation en x et y avec la constante arbitraire a, 
qui sera également l'équation primitive de la proposée, mais qui ne 
sera qu'une transformée de l'équation précédente. 

68. L'équation du premier ordre dont nous venons de trouver l'équa- 
tion primitive peut toujours, par des transformations convenables, se 
réduire à la forme 



m , ^A -h Bcoss 

Z — . — ? 

VA-hBcosK 

z étant ici une fonction de u. Comme cette équation, traitée directe- 
ment de la même manière, est susceptible d'une analyse beaucoup 
plus simple et plus élégante, j'ai cru qu'on ne serait pas fâché de la 
trouver ici. 
On regardera u et z comme fonctions d'une autre variable t f et, après 

z 1 
avoir substitué, en conséquence, -7 à la place de 2' (n° 50), on fera ces 

deux équations séparées 



u'= )/\-\-bcosu, z'= v^A-hBcosjz; 

après les avoir carrées, on en prendra les fonctions primes; on aura, 
en divisant Tune par u' et l'autre par z\ ces deux-ci du second ordre : 

31*"=: — Bsinw, 2z"= — Bsins. 
Soient maintenant 2 + « = 2/?, z — u = iq ; les deux équations pré- 
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cédentes, ajoutées et retranchées, deviendront par les théorèmes 

connus, 

ip"— — Bsinpcosf, iq"= — Bcospsinç. 

Il est d'abord visible que, si Ton ajoute ces deux équations après 
avoir multiplié la première par q' et la seconde par //, le premier 
membre deviendra la fonction prime de %p'q\ et le second la fonction 
prime de — Bsinjosiny, de sorte qu'on aura d'abord cette équation 
primitive du premier ordre, 

*p'q' = — B sinp sin ç + a, 

a étant la constante arbitraire. 

Pour la déterminer, supposons que u = o donne z = m; on aura 
donc dans ce cas 



m 



«'=V^A-4-B, *'= v'A-hBcosm, P = Ç Z = — 

, z'-\-u' , z' — u' 

P=—z~> * = — =— s 



donc 



. , js' 2 — w' 2 B(cosm — i) 
^1=—^- = > 

. „ m i — cosm 
sinpsino = sin 2 — = » 

de sorte que l'on aura 

a = ip'q' H- B s'inp sin q = o. 

On aura donc simplement l'équation 

*p'q'= — B sinp sinj, 

d'où l'on peut conclure que cette équation primitive, ne renfermant 
point de constante arbitraire, doit être comprise dans les équations du 
premier ordre en z et //, d'où nous sommes partis. En effet, ces équa- 
tions donnent, en substituant les valeurs de p et q, 

2p'q'=z = -(cos* — cosn) = — B sinp sin g. 
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Divisons maintenant par cette équation du premier ordre les deux 
équations ci-dessus du second en/? et q; on aura ces deux-ci, 

p n __ cos<7 g" _ cos p 
p'q 1 ~~ sinç 9 p'q' ~~" sin/>* 

dont la première étant multipliée par q f et la seconde par// donneront 
ces équations primitives 

l/>' = lsinj -hk, lg' = rsin/n-ï6 t 

ou bien, en passant des logarithmes aux nombres, 

p' = a sin q 9 q'=b sinp, 

a et b étant des constantes arbitraires qu'on déterminera par les 
mêmes suppositions que ci-dessus, d'où Ton aura 



VÂ^i-Bcosm -h v'A -f- B 

a =r j 

. m 

2 sin — 

2 



/ — ^ A ~*~ ** cosm -^A + B 



m 
2 sin — 

2 



Les deux équations qu'on vient de trouver pourraient donner cha- 
cune une équation primitive en u et z par la substitution des valeurs 
de p, q, p\ q \ on aurait ainsi 

V^A-hBcoss -h ^A-+- Bcosu = ias\n > 

Z -f- u 



V^A4-Bcos2 — ^A+ Bcosw = 2Ôsin 



Comme les valeurs de a et b renfermentrl'indéterminée m, chacune 
de ces valeurs pourra être regardée aussi comme indéterminée en par- 
ticulier; ainsi, dans chacune de ces équations à part, on pourra regarder 
a ou b comme constante arbitraire; mais, si l'on voulait faire une com- 
binaison quelconque de ces équations, il faudrait employer les valeurs 
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de a et b trouvées ci-dessus, et alors la quantité m serait la seule con- 
stante arbitraire. 

Ces dernières équations étant compliquées de radicaux, il sera à 
propos de chercher encore une autre équation primitive d'après les 
mêmes équations du premier ordre 

p'=asinç, q r r=z bsinp; 
or, en divisant Tune par l'autre, on a 

p' aslnq 

q' bs'inp 

et, multipliant en croix, 

bp' sin/> = aq' sing, 

d'où Ton tire tout de suite l'équation primitive 

b cosp = a cosq -+- c, 

c étant une nouvelle constante arbitraire qu'il faudra déterminer comme 
ci-dessus. Or, en faisant u = o et z = m, on a 

m 

donc l'équation précédente donnera 

i/A + B cos — 

c = (b — a) cos— = 

sm — 

2 



U 



Substituant les valeurs de a f b f c ainsi que celles de p= - et 

q = z ~~ u dans la même équation, et faisant les réductions des sinus 
et cosinus, elle prendra cette forme très-simple 



z u . z . u vÂ^-Bcosm m 

cos - cos - -h sin - sin = — = cos — ; 

2 2 2*^A+B 2 
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c'est l'équation primitive de la proposée du premier ordre en u, z et z\ 
et l'angle m en est la constante arbitraire. 

69. On peut regarder les angles -> - et — comme les trois côtés 
d'un triangle sphérique; il est visible qu'alors, dans l'équation pré- 
cédente, la quantité - 7" C °" ~~ sera ' e cos î nus de l'angle compris 

y A -+- B 

entre les côtés - et -> et par conséquent opposé au côté — » par les 
formules connues de la Trigonométrie sphérique; c'est la valeur de z' 
lorsque u = o et z = m. Ainsi cet angle sera constant en même temps 

que le côté — ? tandis que les deux autres varient. 
Soit M cet angle constant; on aura donc 



jA-+-Bcos/n __ 

- — — = cosM, 

Và + B 

d'où l'on tire 



A cos 2 M— -cosm 




B ~~ sin*M 

Si Ton fait cette substitution dans l'équation proposée en w, z et z\ et 

qu'on suppose, pour abréger, = p, elle se réduira à cette forme 

sin — 

2 



f _\/'-f 2 sin 2 ! 



dont l'équation primitive sera la relation entre les côtés -> " et — d'un 

triangle sphérique dans lequel \l sera le rapport des sinus des angles 
aux sinus des côtés opposés, rapport qu'on sait être le même pour tous 
les angles et les côtés opposés, de sorte que, ce rapport seul étant 
donné, il restera l'angle ou le côté pour arbitraire. 
La considération du triangle sphérique peut servir à faire voir plus 
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facilement comment l'équation entre ses trois côtés satisfait à l'équa- 
tion précédente du premier ordre. Cette équation étant 

z u „ . z . u m 

cos - cos - -h cosM sin - sin - = cos — > 

2 2 2 2 2 

si l'on prend les fonctions primes, en regardant z comme fonction de w, 
et m t M comme constantes, on aura 



( -km z . u . z u\ , • -, . z u 
( cosM cos - sm sin - cos - ) z -+- cos M sin - cos 

\ 2 2 2 2/ 2 2 



z . « 
cos- sm- = o. 

2 2 



Substituons à la place de cos M sa valeur tirée de la même équation; 
il viendra celle-ci : 

z m u u m z 

cos - cos cos - cos - cos cos - 

2 2 2 . 2 2 2 

Z ' _| = o. 

. z . u 

sin - sin - 

2 2 



Maintenant, si dans le même triangle sphérique, dont -> -> — sont les 
trois côtés et M l'angle opposé au côté — * on désigne par U et Z les 
angles opposés aux côtés - et -» on aura également 

u z m ¥T . z . m 

cos- =cos- cos — h cos U sin- sin — ? 

2 2 2 2 2 

z u m „ . u . m 

cos - = cos - cos cosZ sm - sin — ; 

2 2 2 2 2 

je donne à cosZ le signe — , parce que je suppose l'angle Z obtus. 

Donc, faisant ces substitutions et divisant toute l'équation par sin — > 

elle deviendra 

s'cosU— côsZ = o, d'où z'= =7- 

cosll 

Mais, par la propriété générale des triangles sphériques, on a 

sinU __ sinZ __ sin M __ 

. u . z . m ~~ ^' 
sm- sin-, sin — 
222 
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donc 



sinU= usin-> sinZ= usin-* 



et de là 



cosU= y l ~ f* 2 sin a -» cosZ= i/i — /x*sin a -; 



substituant ces valeurs, on aura la même équation du premier ordre 
en u et z. 
Si l'angle Z, que nous avons supposé obtus, était aigu, ainsi que 

l'angle U, alors, au lieu de l'équation z = — tj» on aurait celle-ci, 

, cosZ 
cosU 

qui ne diffère que par le signe de z' et dont l'équation primitive sera 
la même. 

70. Voici encore une considération essentielle sur ces sortes d'équa- 
tions : l'équation du n° 68 étant mise sous cette forme 



VA-t-Bcoss VA-t-Bcosw 

supposons que/(w) soit la fonction primitive de — -, f(z) sera 

z 1 
pareillement la fonction primitive de -===» z étant regardé 

comme une fonction de u dont z 1 est la fonction prime. Ainsi, en re- 
passant aux fonctions primitives, on aura sur-le-champ cette équation 

primitive 

/(*}=/(«) + *■. 

k étant la constante arbitraire. 

Cette équation devra donc coïncider avec l'équation primitive que 
nous avons trouvée au n° 68, et où la constante arbitraire est m; par 
conséquent, sa constante arbitraire ne pourra être qu'une fonction de 
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la constante arbitraire /n. Soit donc k = ¥(m); on aura 

/{*)=/(«) + F(m). 

Mais m est la valeur de z lorsque u = o; supposant donc, pour plus de 
simplicité, que la fonctionna) soit prise de manière qu'elle soit nulle 
lorsque u = o 9 il faudra qu'en faisant a = oon ait aussi z = m; par 
conséquent, on aura f(m) = F(m); donc l'équation primitive qu'on 
vient de trouver deviendra 

à laquelle satisfera cette relation algébrique : 



cos - cos 
2 



u . z . « /A-f-Bcosm m 

— h sin - sin - 1/ — i — -jz — = cos — • 
2 2 ? y A -t- B 2 



Ainsi, quoiqu'on ne puisse pas trouver la forme algébrique des fonc- 
tions /(a),/(*) f /(/n) f on peut néanmoins trouver une relation algé- 
brique entre trois quantités z, u, m, telle que l'on ait # 

/(*)=/(«) +/(m}. 

Donc aussi, si dans l'équation précédente on. change z en jr et u en s, 
on aura 



cos- 



cos m m 

= cos — 

2 



et 



r z . r . z /A -h Rco! 

s — cos - h- sin ~ sin - 1/ — r =7 

2 2 2 îy x\-hB 

/(/)=/(*) +/(m). 
En changeant encore j en œ, z en 7, ce qui donnera 



cos 



x r . x . r /A-4-Bcosm m 

;- cos- -4-sin- sin^ \/ — r n — = cos — ? 

2 2 2- 2 y A -h B 2 

on aura de même 



f[x)=f[ r )+f[m), 



et ainsi de suite. 
IX. 



18 
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On aura donc successivement 

et les relations entre y, m et m, entre a?, u et /w, etc., se tireront des 
relations précédentes, en éliminant d'abord z, ensuite y, etc. 

On peut appliquer cette théorie à la forme générale de l'équation 
que nous avons considérée dans le n° 67 et en tirer des conclusions 
semblables; mais, si Ton rapporte, comme au n° 69, les formules pré- 
cédentes aux triangles sphériques, il en résulte une construction élé- 
gante que voici. 

Soit formé un triangle sphérique dont les trois côtés soient z, u, m 
(pour éviter les fractions, je substitue les quantités 2z, 2u, im à la 
place de z, u, m dans les formules du numéro cité) et où l'angle entre 
u et m soit obtus; l'angle compris entre les deux côtés u et z demeu- 
rant constant, qu'on transporte alternativement la base m le long de 
ces mêmes côtés prolongés, de manière qu'il en résulte une suite de 
triangles, dont chacun ait toujours un côté commun avec le triangle 
précédent, et qui aient tous la même base m et l'angle commun M au 
sommet; alors, si les côtés qui comprennent cet angle sont successi- 
vement pour ces différents triangles u et s, z et y, y et x 9 . . ., on 
aura 

/(u) étant la fonction primitive de la fonction => dans la- 

y/i — /x 2 sin 2 <* 

quelle [x= - 7r - L -> et ainsi des autres fonctions semblables en z 9 y, .... 

Par cette construction, on peut trouver facilement les valeurs des 
côtés y, x, . . . des nouveaux triangles, car, en considérant les triangles 
isoscèles qui ont pour côtés la base m transportée alternativement, les 
perpendiculaires abaissées de leurs sommets sur leurs bases respec- 
tives couperont ces bases en deux parties égales, et les triangles rec- 
tangles formés par ces perpendiculaires et par les côtés qui com- 
prennent l'angle commun M donneront tout de suite, par l'analogie 
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connue pour les triangles rectangles, ces équations 



« + r 
tang - = cosM tangs, 



lang = cosM langj-, 



et, si l'on fait u = m 9 en sorte que le premier triangle soit isoscèle, 
ayant z pour base, on aura de plus l'équation 

tang- = cosM tang/n, 
et Ton aura alors % 

/(*) = */», /( r ) = 3/(m), /(*) = 4/( m ), v -- 

Nous remarquerons ici que cette construction est pour les triangles 
sphériques ce que la construction du problème 29 des questions géo- 
métriques de V Arithmétique de Newton est pour les triangles recti- 
lignes. 

En effet, si l'on rend rectilignes les triangles sphériques dont les 
côtés sont h, z, y, ... et les bases m 9 les équations ci-dessus de- 
viennent 

3 = 2/ncosM, u -f-jr = 23 cosM, x-+- z = 2/cosM, ..., 

et il est facile de prouver qu'alors la fonction f(u) devient proportion- 
nelle à l'angle dont le sinus est » parce que sina et sin/w se 

changent en u et m 9 de sorte que, en prenant la base m pour le sinus 
de l'angle opposé M, on aura, à cause de u = m, 

z— sinaM, j = sin3M, .... 

71. Nous nous sommes un peu étendu sur les propriétés des fonc- 
tions de la forme /(m), parce que les géomètres s'en sont beaucoup 
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occupés et que ces fonctions se présentent dans la solution de plusieurs 
problèmes. 

Si Ton demande, par exemple, le mouvement d'un pendule qui 
oscille d'une manière quelconque, et qu'on nomme r la longueur du 
pendule, i l'angle dont il est éloigné de la verticale dans un instant 
quelconque, % la plus grande valeur de <Js p la plus petite, en prenant 
l'unité pour la gravité et faisant 



sin 



V cosp— cosa 



= / COs»p-ros'g 

y (cosj3-h cosa^-t-sin 2 *' 



'=s/\ 



3(COsp -h ces a) 
cos(3-t- cosa) a -h sin-a' 



on aura \^'rf(u) pour l'expression du temps depuis le point le plus 
bas, dans laquelle on suppose, comme ci-dessus, 

/'(«) = 



y'i — /x a bin-w 



La vitesse angulaire de rotation autour de la verticale sera exprimée 

par 

v/s>. sin a sin (3 



vVsin 2 ^^cos«4- cos£ 

et sera, par conséquent, nulle lorsque le pendule passera par la ver- 
ticale, dans lequel cas on a p = o; c'est le cas des oscillations ordi- 
naires. 

72. On peut appeler analyse directe des fonctions la manière de 
trouver les fonctions et les équations dérivées, parce qu'elle n'est 
fondée, en effet, que sur des méthodes directes, et qu'elle n'emploie 
que des opérations qu'on peut toujours exécuter par les règles que 
nous avons exposées. Mais la manière de revenir de ces fonctions et 
de ces équations à celles d'où elles peuvent être dérivées, et qu'on 
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peut regarder comme leurs primitives, forme une autre partie de l'ana- 
lyse des fonctions, qu'on peut appeler analyse inverse, parce qu'elle 
dépend des mêmes méthodes et des mêmes règles, mais prises inver- 
sement, et qui, par cette raison, ne s'appliquent pas toujours avec la 
même facilité ni le même succès. Il en est de ces deux parties de 
l'analyse des fonctions comme de celles de l'Arithmétique et de l'Al- 
gèbre qui ont pour objet les opérations directes de la multiplication et 
de l'élévation aux puissances, et les opérations inverses de la division et 
de l'extraction des racines. Les opérations de la première espèce sont 
toujours possibles par les règles connues et donnent toujours des 
résultats exacts; celles de la seconde espèce, au contraire, ne le sont ' 
que dans certains cas, au moins rigoureusement, et, dans tous les 
autres, elles ne peuvent donner que des résultats approchés. 

L'analyse directe des fonctions est donc renfermée dans les règles 
que nous avons données pour trouver les fonctions dérivées, du moins 
pour ce qui regarde les fonctions d'une seule variable. Quant à l'ana- 
lyse inverse, elle dépend aussi des mêmes règles; mais la difficulté 
consiste dans leur application aux différents cas. 

Nous avons indiqué les méthodes connues pour les principales formes 
de fonctions ou d'équations, et nous nous sommes surtout appliqué à 
bien établir les principes généraux de cette analyse inverse. 

Comme notre dessein n'est pas d'en donner un Traité complet, nous 
n'ajouterons point ici d'autres détails; mais ceux qui savent le Calcul 
différentiel ne peuvent manquer d'apercevoir la conformité de l'analyse 
des fonctions avec ce Calcul, et la correspondance des analyses directes 
et inverses avec les deux parties de ce Calcul qu'on appelle Calculs dif- 
férentiel et intégral. Ainsi, il leur sera aisé, s'ils le jugent à propos, 
de transporter aux fonctions les différentes méthodes d'intégration 
trouvées jusqu'à présent. 



Digitized by 



Google 



142 THÉORIE DES FONCTIONS. 



CHAPITRE XIL 



1)1* DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. DE LEURS FONCTIONS 
DÉRIVÉES. NOTATION DE CES FONCTIONS ET CONDITIONS AUXQUELLES ELLES 
DOIVENT SATISFAIRE. LOI GÉNÉRALE QUI RÈGNE ENTRE LES TERMES DU DÉVE- 
LOPPEMENT D'UNE FONCTION DE PLUSIEURS VARIABLES ET CEUX QUI RÉSULTENT 
DU DÉVELOPPEMENT DE CES TERMES EUX-MÊMES. 



73. Nous n'avons encore traité que des fonctions d'une seule va- 
riable; il n'est pas difficile d'étendre la théorie de ces fonctions aux 
fonctions de deux ou de plusieurs variables. 

Soit/(.r, y) une fonction quelconque de deux variables x et y, qu'on 
regarde comme indépendantes l'une de l'autre. Si, dans cette fonction, 
on met à la fois x-h* à la place de x et y -ho à la place de y, i et o 
étant deux quantités indéterminées, qu'ensuite on développe la nou- 
velle fonction /(x -h i,y -h o) suivant les puissances ascendantes de i 
et o, il est clair que le premier lerme, sans «ni o, sera f(x, y), et que 
les autres seront de nouvelles fonctions de x et de y, multipliées suc- 
cessivement par i, o, *?, io, o 2 , *\ ...; ces fonctions dérivent de la 
fonction primitive f(x,y)> et c'est la loi de cette dérivation qu'il s'agit 
de déterminer. 

Pour y parvenir de la manière la plus simple, on commencera par 
supposer qu'il n'y ait que la variable x qui devienne x -+- *, la variable y 
demeurant la même. Dans ce cas, désignant, comme on l'a fait jusqu'ici, 
par/',/",/'", ... les fonctions primes, secondes, tierces, etc. relative- 
ment à x seul, on aura 
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Substituons maintenant partout y -ho à la place de y; on aura 

f\x -h /, y -h o) =f[x 9 y -h o) -f- //'(*, .r -h o) 4- ^/"(*, 7 + *) + ^f^ / + "-' " f " 

Or, si l'on désigne par /,/,,/,, ... les fonctions primes, secondes, 
tierces, etc. relativement à 7, il est clair que la fonctionner, y -ho), 
considérée comme fonction de y-¥o et indépendamment de x 9 de- 
viendra 

/(*.r) + of,[x,r) + ^f,A*>r) + ^/*(*>r) + ■ • ■ ■ 

De même, en supposant toujours que les traits appliqués au bas de la 
lettre /indiquent les fonctions primes, secondes, etc. relativement ky 
des fonctions déjà désignées par/',/", ..., on aura 

•f(*>r+o)=f'(x 9 y) + of;[x 9 y) + *f:(x 9 r)+..., 

r(*>r+o)=r[*,r) + o/;(x,r) + £/:[x 9r ) + .... 

et ainsi de suite. 

Faisant donc ces substitutions et ordonnant les termes par rapport 
aux puissances et aux produits de i et 0, on aura • 

/(* + i,r+ °) =/(*. r) + «/'(*» r) + */,(*» r) 

+ 7/V.r) + "/'(*> r) + ?/.(*• r) + ^r^r 



où la forme générale des termes est 



(1 .2.3. . .m j li .2.3. . .n) 



/*"(*• r)- 



74. Dans le procédé que nous venons de suivre pour avoir le déve- 
loppement de f{x -h «, 7 + 0), nous avons commencé par substituer, 
dans f{x 9 y) 9 x-t-i pour x 9 et nous avons développé suivant 1; nous 
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avons ensuite substitué, dans tous les termes de ce développement, 
y + ° P^urj, et nous avons développé suivant o. Or il est visible qu'on 
aurait identiquement le même résultat si Ton commençait par la sub- 
stitution dey-+-o pour y et par le développement suivant o f et qu'on 
fit ensuite la substitution de a?-*- 1 pour # et le développement suivant/. 
De cette manière, on aurait d'abord les fonctions primes, secondes, etc. 
relativement à y 9 ^^\oïv f t [oc 9 y) 9 'f u {x 9 y) 9 ...; ensuite on aurait les 
fonctions primes, secondes, etc. de celles-ci relativement à x 9 qui, 
suivant la notation que nous venons d'établir, seraient représentées 
^vf t \x 9 y) 9 f t \x 9 y) 9 ...,/'(a\ y),f,'[x,y), ..., et l'on obtiendrait 
ainsi la même formule que ci-dessus, comme cela doit être. Or, dans 
le premier procédé, la fonction f t \x 9 y) s'obtient en prenant d'abord 
la fonction prime de f{x 9 y) relativement a x 9 ce qui donne f'{oc 9 y) 9 
et ensuite la fonction prime de celle-ci relativement zy; et, dans le 
second procédé, la même fonction s'obtient en prenant d'abord la 
fonction prime de f{x 9 y) relativement à y 9 ce qui donne f t (x 9 y) 9 et 
ensuite la fonction prime de celle-ci relativement à x. 

D'où il suit qu'il est indifférent dans quel ordre se fasse la double 
opération nécessaire pour passer de la fonction primitive f{x 9 y) à la 
fQnction dérivée /'(a?, y); et, comme on doit dire la même chose des 
autres fonctions marquées par des traits placés au haut ou au bas de 
la caractéristique/, on en peut conclure en général que les opérations 
indiquées par ces traits sont absolument indépendantes entre elles et 
qu'elles conduisent aux mêmes résultats, quelque ordre qu'on suive en 
prenant les fonctions primes relativement à x et à y 9 indiquées par 
chacun des traits supérieurs ou inférieurs. Ainsi, par exemple, on aura 
également la valeur de/ t \x 9 y) en prenant la fonction seconde de 
f{x 9 y) relativement à x et ensuite la fonction prime de celle-ci rela- 
tivement àj, ou en prenant d'abord la fonction prime de/(x 9 y) rela- 
tivement à y et ensuite la fonction seconde de celle-ci relativement à x 9 
ou bien en prenant la fonction prime def(x 9 y) relativement à x 9 en- 
suite la fonction prime de celle-ci relativement à y, et enfin la fonction 
prime de cette dernière relativement à a?; et ainsi des autres. 
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Il est évident que cette conclusion a lieu en général quelles que 
soient les variables x, j, indépendantes ou non. 

75. Soit, par exemple, 



f[x 9 y) = xfaxy+j*; 
on aura la fonction prime relativement à x, 



xr 



f'{x,y) = ^xy+y*-h - =, 

yjixy-^y 1 

et sa fonction prime relativement à y sera 

r x* + xy 

yixy -hy À 

ensuite la fonction prime àef'(x 9 y) relativement à y sera 

rt \ x + r x 2 y 

et la fonction prime def f (x,y) relativement à x sera 

Quoique ces deux expressions de/'(.r, y) paraissent différentes, elles 
sont cependant identiques, car elles se réduisent l'une et l'autre à . 

[*xy+y*Y 

Ensuite, en prenant la fonction prime def'(x,y) relativement à x, 
c'est-à-dire la fonction seconde de/(x,y) relativement à x, on aura 

f » [X v \ _ VU *T* _ 3xy*+iy> 

IX. 19 
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et, prenant maintenant la fonction prime de celle-ci relativement à y % 
«on aura, après les réductions, 

De même, en prenant la fonction prime de /'(a?, y) relativement à x, 

on trouvera 

-,, , 3x 2 r 2 4-3a:r 3 

/(*j)= : 'T 9 

et ainsi de suite. 

Il résulte de là que, afin que des fonctions données de x et y puissent 
être prises pour des fonctions dérivées d'une même fonction primitive, 
il faut qu'elles satisfassent à certaines conditions. 

Ainsi, si F(#, j) et y(x 9 y) représentent des fonctions données de 
x, y, pour qu'on puisse supposer 

il faudra que l'on ait 

fi*, r) = *,[*> r) = 9'[*.r)- 

Et, en général, pour qu'on puisse supposer 

F(*.r)=/T(*,r) ^ ?i*,r) -//(*. r). 

il faudra que l'on ait 

/Ry!(*.r)=Ff(*,r) = ?f(*.rï. 

Par exemple, si 

on pourra supposer 
car on trouve 
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mais on ne pourrait pas supposer 

F(*<r) =/'(*> r) ei 9(*,r)=/ f (*.r). 

car alors il faudrait que 

T'[x,y) = 9t [x,y), 
ce qui n'est pas. 

76. En général, quel que soit le nombre des variables qui entrent 
dans une fonction, si Ton donne un accroissement à chacune de ces 
variables, et qu'on développe la fonction suivant les dimensions for- 
mées par ces différents accroissements, qu'on développe ensuite de la 
même manière les fonctions produites par le premier développement, 
et ainsi de suite, il règne entre ces différents développements une loi 
que nous allons exposer d'une manière générale, parce qu'elle peut 
être utile dans quelques occasions. 

Soit f(œ, y> z, ...) une fonction de plusieurs variables indépen- 
dantes or, y, s, ...; supposons que, par la substitution de a? -h a, 
y -h p, z -+- y, . . . à la place de x 9 y 9 z f . . . et par le développement 
suivant les puissances et les produits de a, p, y, ..., cette fonction 
devienne 

/(*.r»?..--)+/(0+/W+/(3)+ 

Je dénote par/(i) la somme de tous les termes oii les quantités a, 
£, y, ... seront à la première dimension, par/(2) la somme de tous 
les termes où ces mêmes quantités formeroht deux dimensions, et 
ainsi de suite. 

Supposons, de plus, qu'en faisant la même substitution et le même 
développement dans les fonctions/(i), /(2),/(3), . . . elles deviennent 

f(t)+f(*>*)+f[*.*)+fl*.*) + -: 

/(*)+/(*, !)+/(*,*)+/( 2, 3)+..., 

/(3)+/(3,i)+/(3,2)+/(3,3)-h..., 
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où je dénote par/(i, i), /(i, 2), ... les rangs successifs des termes 
du développement de/(i), de manière que, puisque les quantités a, 
P, y, ... sont à la première dimension dans/(i), elles formeront deux 
dimensions dans/(i, 1), trois dimensions dans/(i, 2), et ainsi des 
autres. Par cette notation, on voit qu'en général la quantité désignée 
par /( 771, n) renfermera tous les termes du développement de /(m), 
où les quantités a, p, y, ... formeront m 4- n dimensions. 

Cela posé, si l'on substitue d'abord x 4- a, j4- (3, z 4- y, . . . dans la 
fonction f(x,y, z, ...), elle deviendra 

/(*,r.*.-.0+/(i)+/( a )+/(3)+... f 

et, si l'on substitue ensuite, da^is cette quantité, a? 4- ma, y + m*>, 
z 4- /wy, ... à la place de x,y 9 z 9 il est clair qu'elle deviendra 

/(•r, r , *,...)+- /(«) + /(*) + /(3) 4-., 
4-m/(i) -hni«/(a) +m»/(3) -4-., 
4- mf[ 1, 1) 4- m*/( >; 2 ) + «7( »*3)+- 
4- /iî /(a, 1) 4- i»V(a f 2) 4- w'/(i, 3)4-.. 
4- m/(3, 1) Hh m»/(3» a) + ™ 3 /(3, 3) 4-. 



D'un autre côté, il est visible que ces deux substitutions succes- 
sives équivalent à une substitution unique qu'on ferait dans la fonc- 
tion/^,/, js, . . .), en mettant 

jc4- (i + m)«, / + (i+/h)(3, *4-(i4-m)y f ... 

à la place de #,/, z, ..., et qui donnerait, par le développement, 

f[x,X,z, ...) + (i + /n)/(i) + (i + ^/( î ) + (i + mp/(3)+.... 

Ainsi, il faudra que ces deux développements soient identiques et 
que, par conséquent, les termes qui renferment les mêmes dimensions 
a, (î, y, . . . soient égaux de part et d'autre, quelle que soit d'ailleurs la 
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quantité m. On aura donc les comparaisons suivantes : 

/(i) + m/(.) = (i+m)/;.) f 

f(i) -h m»/(2) + m /(i, i ) = (i + m) V( a î» 

/[3] + <(3)t/n7(.,2]+/n/i2,.) = (i + W )3/(3), 

/(4) -+- m*/(4) ■+- ai»/(i. 3) + m»/(a, 2) + m/(3, i) = (i -h m)*/;4). 

Et, comparant encore les termes affectés des mêmes puissances 
de /w, on tirera ces valeurs : 

/(i,i) = */(a), 

/(i,2) = 3/(3) f /(» l i) = J/(3), 

/(i,3) = 4/(4). /(*.*) = 6/(4), /(3 f i) = 4/(4)i 



Donc, par les termes du premier développement général, on pourra 
avoir immédiatement ceux de tous les développements partiels suivants. 

77. A l'imitation de ce que nous avons pratiqué pour les fonctions 
d'une seule variable, si Ton regarde z comme une fonction de x et v, 
on pourra dénoter par z\ z f9 z'\ z, % z u , ... ces différentes fonctions 
dérivées, en appliquant à la lettre z les mêmes traits qu'on appli- 
querait à la caractéristique / de la fonction f(x 9 y) qu'on suppose 
représenter la valeur de z> et l'on nommera ces fonctions de la même 
manière. 

Ainsi, x devenant x ■+- «et y devenant y -+- o, la quantité z, fonction 
de a\ y 9 deviendra (n° 73) 

le terme général de cette série étant, comme dans l'endroit cité, 

i m °* m 

(i.?.3. ../i?)(i.2.3. . ./t) ** 



Digitized by 



Google 



150 THÉORIE DES FONCTIONS. 

A l'égard de la manière de trouver ces différentes fonctions, il est 
clair qu'il n'y a qu'à suivre les mêmes règles que pour les fonctions 
d'une seule variable, les traits supérieurs de la caractéristique indi- 
quant l'ordre de la fonction dérivée relativement à x seul et les traits 
inférieurs indiquant l'ordre de la fonction dérivée relativement à y 
seul. 

Ainsi, en prenant les fonctions primes de z selon x et y, on aura les 
valeurs de z' et z t , et de là, en prenant encore les fonctions primes rela- 
tivement kx et àj% on aura les fonctions dérivées du second ordre z", 
z„ z u , et ainsi de suite. 

Il est bon de remarquer ici que, pour les fonctions de deux variables, 
il y a deux fonctions dérivées du premier ordre z f et z i9 trois du second 
ordre z", z„ z f/ , ..., de sorte que, pour l'ordre m lèmc , il y aura un 
nombre m -+- 1 de fonctions dérivées. 

Comme nous distinguons ces fonctions dérivées par des traits supé- 
rieurs qui se rapportent à Tune des variables x et par des traits infé- 
rieurs qui se rapportent à l'autre variable y, nous nommerons fonctions 
primes, secondes, etc., selon x ou y, les fonctions marquées par de 
seuls traits supérieurs ou inférieurs, et nous nommerons simplement 
fonctions primo- primes, secundo-primes, primo-secondes les fonctions 
marquées à la fois par des traits supérieurs et inférieurs, en énonçant 
le trait supérieur le premier et l'inférieur le second. 

On trouvera plus de détails sur ce sujet dans la Leçon XIX du 
Calcul des /onctions (*). 

(*) Œuvres de Lagrange, t. X. 
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CHAPITRE XIII. 

OU i/ON DONNE LA MANIÈRE DE DÉVELOPPER LES FONCTIONS d'un NOMBRE 
QUELCONQUE DE VARIABLES EN SÉRIES TERMINÉES, COMPOSÉES DOUTANT 
DE TERMES QU'ON VOUDRA, ET d' AVOIR LA VALEUR DES RESTES. 



78. Par une méthode analogue à celle du Chapitre VI, on peut aussi 
avoir le développement d'une fonction quelconque de x et y suivant 
les puissances de x et y et déterminer les restes de la série lorsqu'on 
veut l'arrêter à des termes quelconques. En changeant, dans la for- 
mule du n" 73, x et y en x — i 9 y — i 9 ensuite i et o en xz y yz 9 on 
aura 

f[**T) =f[x — xz 9 y — yz) + xzf'[x — xz,y — yz) -h yzf,[x — xz 9 y — yz) 

où z sera une quantité quelconque indéterminée qui, étant supposée 
égale à zéro, rendra l'équation identique, et qui, étant faite égale à i , 
donnera 

formule générale du développement de la fonction f{x 9 y) suivant les 
puissances de xety, dans laquelle les quantités désignées par/,/', 
/, . . . dénotent les valeurs des fonctions dérivées suivant x et y, en 
faisant x = o et y = o. 
Supposons maintenant qu'on* ne veuille faire ce développement que 
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par parties, et arrêtons-nous d'abord au premier terme; nous ferons 

f{ x fr)=f[ x — xz >y— r*) + p > 

P étant une fonction de z qui devra être évidemment nulle lorsque 
z = o. Puisque ia quantité z peut être quelconque, nous pouvons 
prendre l'équation prime relativement à z, et, par les principes 
et la notation établis, il est facile de voir que la fonction prime de 

f(x — œz,y — yz), prise relativement à z, sera 

— xf[x — xz f y — yz) — yf,[x — xz 9 y-yz); 

donc, désignant parP' la fonction prime de P, prise aussi relativement 
a z, on aura, pour la détermination de P, l'équation du premier ordre 

V' = xf'(x — xz f y — yz) +yf t [x — xz y y—yz). 

Considérons, en second lieu, les trois premiers termes du dévelop- 
pement de /(a?, y), et faisons 

f[ x *r)=f[ x — x *9r—r z )+ x *f[ x —***r—?*)+r z fi[*-- **>r—r z )+Q'> 

Q sera une fonction de z qui devra, par la nature même de cette équa- 
tion, devenir nulle lorsque z = o. A cause de l'indétermination de z, 
on pourra prendre l'équation prime relativement à z, et, désignant 
par Q' la fonction prime de Q, on trouvera, après avoir effacé les termes 
qui se détruisent dans l'équation prime, cette équation du premier 
ordre pour la détermination de Q, 

Q'=x*zf(x — xz f y— yz) + ixyzf,[x — xz>y— yzj-hyizf^x — xz, y—yz), 

et ainsi de suite. 

Pour déduire de ces équations les valeurs de P, Q, ..., il faudrait 
chercher les fonctions primitives des'quantités P', Q', ... relativement 
à z et les prendre telles qu'elles soient nulles lorsque z = o. Mais, 
comme nous n'avons pas besoin des expressions générales de ces quan- 
tités, mais seulement de leurs valeurs relatives à z = i, que même il 
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suffit d'avoir des limites de ces valeurs, on pourra faire usage de la 
méthode employée dans le Chapitre cité pour parvenir à des conclu- 
sions semblables à celles du n° 39. 

Ainsi, en désignant par 1 un nombre indéterminé, ou plutôt inconnu, 
toujours compris entre oet j, et qui devra être partout le même dans 
la même fonction, mais qui pourra être différent dans les différentes 
fonctions, on trouvera les expressions suivantes : 

P =r xf'[\x, ly) +yf,[ïx, ly), 

et ainsi des autres. 

Donc enfin, substituant ces valeurs de P, Q, ... dans les dévelop- 
pements de /{x 9 y) et faisant z = i, on aura ces formules générales, 
qui renferment une extension du théorème du n° 40 : 

/(*» r) =/+ */'(**» *r) +rf,{**> \r) 



=/+*/'+r/,+ ^f"+*rf:+^f> 



Donc, si Ton a la fonction /(a? -+-i,j + o) à développer suivant les 
puissances de i et de o, il n'y aura qu'à mettre i et o à la place de a? 
et j dans les formules précédentes, et les quantités/,/',/, . . . devien- 
dront/^^), /'(a?, /),/(#, j), ..., où les fonctions dérivées peuvent 
être prises relativement à x ety 9 puisque la fonction /(x + i t y-\-o) 
est telle, que ses dérivées relativement à x ety sont les mêmes que les 
IX. io 
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dérivées relativement à i et o. Ainsi, on aura 

fix +/,/ + o) =/(*, y) + if'[x -+- X/, /-H Xo) + of,{x + Xi, / -4- Xo) 

=/(*. r) ■+• «7'{*f r) ■+■ •/(*» r) 

j'S 

+' — /"(.r h- Xi, 7 -f- Xo) -h i'o £'(* -+- Xi, j- -+- Xo) 



+ £/*(*. r) + '«/>. r) + £/.( *. r) 

1 3 1 2 ^ 



La quantité \i répond, comme l'on voit, à la quantité que nous 
avons désignée par/ dans le n° 40; nous préférons ici l'expression \i 9 
parce que le même coefficient \ se trouve dans la quantité "ko. De ces 
.formules, qu'il serait maintenant aisé d'étendre aux fonctions- de trois 
ou d'un plus grand nombre de variables, on peut déduire la conclu- 
sion suivante : 

Lorsque, dans le développement d'une fonction suivant les puis- 
sances et les produits de certaines quantités, on veut s'arrêter aux 
termes d'un ordre donné, c'est-à-dire dans lesquels ces quantités 
forment des dimensions d'un degré égal à l'exposant de cet ordre, on 
peut supposer le reste du développement égal aux seuls termes de 
l'ordre suivant, mais en y conservant ces mêmes quantités sous les 
fonctions, et les multipliant toutes par un coefficient X dont la valeur 
sera entre les limites o et i, et qui sera la même dans la même fonc- 
tion, mais qui pourra être différente dans les différentes fonctions. 
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79. Au reste, on pourrait aussi appliquer au développement de la 
fonction/(.r-f-i, y-ho) la méthode du n" 37, en prenant les fonctions 
dérivées par rapport à i et o. En effet, soit 

f[x + 1, r + *) =/(*. rî + /p + "Q- 

En prenant d'abord les fonctions dérivées par rapport à a; et r, on 
aura 

/'(* -+- 1, r + *; ==/v, r) + / P' + oQ\ 
/, ( * + 1, /+o] =/ (*, r ) -i- i-p,-+- *q,. 

Ensuite, si Ton prend les fonctions dérivées par rapport à i et o, et 
qu'on les désigne par des traits placés au haut et au bas, mais en 
arrière des lettres, on aura aussi 

/ (* + i\ r + *) --= Q 4- i,P -*- o,Q, 

puisqu'il est évident que les fonctions dérivées de f{x-\-i f y + o) 
sont les mêmes par rapport à x et i et par rapport à r et o. De la on 

aura 

P=/'(*, r ) + /(P'-T)+o(Q'-'Q), 

Donc, si Ton fait 

R=P'-'P, S = Q'-'Q-f-P,-,P, T = Q,- f Q f 
on aura, en substituant ces valeurs, 

/(* + i, y+o) =/( *, j) -4- //(x, r) + <>/,(*, r ) -h i*R + ioS -4- o'T, 

et Ton pourra de la même manière pousser le développement aussi 
loin qu'on voudra, de sorte qu'en connaissant les expressions analy- 
tiques des premiers restes P, Q on trouvera tous les suivants par les 
simples fonctions dérivées de ces restes. 

80. Puisque les fonctions dérivées de deux variables se forment 
de la même manière et par les mêmes règles que celles d'une seule 
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variable, en considérant chaque variable séparément et successivement, 
il s'ensuit que tout ce que nous avons démontré sur les fonctions 
d'une seule variable peut s'appliquer de même aux fonctions de deux 
variables. 

Ainsi, il sera facile d'étendre aux fonctions de deux variables les 
remarques que nous avons faites dans le Chapitre V, sur le dévelop- 
pement des fonctions lorsqu'on donne aux variables des valeurs déter- 
minées, et d'en déduire des conséquences et des résultats semblables. 

Enfin, il est visible qu'on pourra traiter aussi par les mêmes prin- 
cipes les fonctions de trois ou d'un plus grand nombre de variables, 
puisqu'il ne s'agira' que de répéter les mêmes opérations séparément 
pour chaque variable. 
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CHAPITRE XIV. 

DES ÉQUATIONS DÉRIVÉES D'UNE ÉQUATION ENTRE TROIS YARÏABLES. DES FONCTIONS 
ARBITRAIRES QUI ENTRENT DANS LES ÉQUATIONS PRIMITIVES COMPLÈTES ENTRE 
TROIS VARIABLES. 



81. Lorsqu'une fonction z n'est donnée que par une équation entre 
x, y, z, on considérera que, comme cette équation doit avoir lieu 
quelles que soient les valeurs de x et y, il s'ensuit qu'elle aura lieu 
aussi en y mettant x + i et y + o à la place de x et y, quelles que 
soient les quantités i et o, de sorte que, en développant, après cette 
substitution, l'équation suivant les puissances et les produits de «et o, 
il faudra que les termes multipliés par une même puissance ou produits 
de i et o forment des équations séparées. Mais nous venons de voir 
que, dans le développement d'une fonction de x et y, les termes mul- 
tipliés par i donnent la fonction prime selon x, ceux multipliés par o 

donnent la fonction prime selon y, ceux multipliés par — donnent la 

fonction seconde selon x, etc. Donc, ayant une équation quelconque 
entre x, y, z, et regardant z comme une fonction de o? et y donnée 
par cette équation, on pourra, en prenant les différentes fonctions 
dérivées de tous ses termes, en déduire autant d'équations dérivées 
de différents ordres, qu'on appellera de même équations primes, se- 
condes, etc. selon x ou y, équations primo-primes, secundo-primes, etc., 
et en général, équations dérivées du premier ordre, du second ordre, etc. 
Ces équations serviront à trouver les valeurs de z' , z t , z", z',, z (/ , — 
Si donc on représente par 

V[x,y,z) = o 
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l'équation proposée pour la détermination de s, et qu'on désigne sim- 
plement par F'(ar), F(y), F'(«) les fonctions primes de F(x,y f z) 
prises relativement à a?, y, s, considérées séparément et comme des 
variables indépendantes, il est aisé de voir, par les principes établis 
pour les fonctions d'une seule variable, que i[F'(x)-\-z'F'(z)] sera 
le terme affecté de i, et o[F(y)-hz t F(s)] le terme affecté de o dans 
le développement de F(x 9 y, z) % après la substitution de x-\-iety+-o 
pour xety f z étant regardé comme fonction de x et y. 

Ainsi, F(a?) +z'F'(s) sera la fonction prime relative à x 9 et 
F'(j) -h z t F'(z) la fonction prime relative à y de F(#, j, z), de sorte 
qu'on aura ces deux équations primes 

F'[x) + z' F'(z) = o, F(j) + *, F(«) = o, 

d'où l'on tire 

-" F'(z)' *'" F(z) 

Ayant ainsi les valeurs de z' et 2,, on en déduira celles de z", z,, 
z^ ... en prenant de nouveau les fonctions primes de celles-ci rela- 
tives à x et y, et ainsi de suite. 

82. On peut aussi rapporter immédiatement cette théorie à celle des 
fonctions d'une variable en regardant z comme donné en x et y, et y 
comme une fonction indéterminée de x. Ainsi, en regardant d'abord y 
et z comme fonctions de x, la fonction prime de F(x 9 y, z) sera 

F{x)-hy'F'(y)+z'F'[z); 

mais, z étant considéré comme fonction de x et y, et y comme fonction 
de x, la fonction prime de z sera représentée par z' -\-y'z t \ mettant 
cette valeur à la place de z\ on aura 

F'(*) + z'F'(z)+ r '[FHr)+*,F(*)] 

pour la fonction prime de F(x 9 y 9 z). 
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Donc, ayant l'équation 

¥[x,y,z) = o f 

on aura l'équation prime 

F(*) + *'F(z)H-r'[ï"(r) + ^F'(z)] = o, 

Mais, y étant regardé comme une fonction indéterminée de x 9 l'équa- 
tion précédente doit avoir lieu quelle que soit la fonction v'; elle se 
décomposera donc en ces deux-ci, 

F(*) -t- z' ¥'{z) = o, ¥'{y) + z, ¥'[z) = o, 

comme plus haut. 

On pourrait trouver de la même manière les équations dérivées des 
ordres supérieurs. 

83. Gela posé, considérons en général l'équation 

¥[x,y,z) = o; 
elle donne les deux équations primes 

F(*) -h z' ¥'[z) = o, F( r ) 4- z, ¥'(z) = o, 

qui auront par conséquent lieu en même temps que la proposée. Donc 
une combinaison quelconque de ces trois équations aura lieu aussi et 
pourra, par conséquent, tenir lieu de l'équation primitive. 

Soient a et b deux constantes quelconques contenues dans la fonc- 
tion ¥(x f y, z); ces constantes seront les mêmes dans les fonctions 
dérivées F'(#), F'(y), F(*); ainsi l'on pourra, au moyen des trois 
équations dont il s'agit, éliminer ces deux constantes, et l'équation 
résultante sera une équation du premier ordre entre x % y, z, z' et z t 
qui renfermera deux constantes de moins que l'équation primitive. 
Donc, réciproquement, si l'on n a pour la détermination de z en x et y 
qu'une équation du premier ordre entre x, y, z, z et z r l'équation 
primitive entre x, y et z devra contenir deux constantes arbitraires. 

Ceci est analogue à ce que nous avons vu relativement aux fonctions 
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d'une seule variable (n° 46); mais nous avons vu aussi (n° 60) que la 
quantité arbitraire qui doit se trouver dans l'équation primitive peut 
n'être pas constante et donner cependant, par l'élimination, la même 
équation du premier ordre. La même chose peut donc avoir lieu ici; 
et il est aisé de concevoir qu'on aura encore la même équation du 
premier ordre par l'élimination des deux arbitraires a et b, quoiqu'elles 
ne soient pas constantes, pourvu que les deux équations primes soient 
encore de la même forme. 

Désignons simplement par F'(a) et ¥'{b) les fonctions primes de 
F(x, y, z) prises relativement aux quantités a et b contenues dans 
cette dernière fonction; il est aisé de voir, par les principes établis, 
que, si a et b sont regardés comme des fonctions de x et y, la fonction 
•prime de ¥(x, y, z) relative à x devra être augmentée, à raison des 
deux nouvelles variables a et 6, de la quantité a'F'(a)-hé'F'(6), et 
que la fonction prime relative à y devra être augmentée pareillement 
de a t F'(a)-hb t F'(b). 

Supposons b=/(a); on aura, en prenant les fonctions primes rela- 
tivement à x et y, 

b'=a'f'{a), b, = a,f'(a); 

donc les quantités à ajouter aux deux fonctions primes seront 

a'[F'(«) +/'(a) *"(*)]> *,[F'(a) +/» F'(6)]; 

par conséquent, elles disparaîtront à la fois en prenant a telle qu'elle 

satisfasse à l'équation 

F(a) +/'(*) F'(6)=o f 

la fonctionna) de a, qu'on a prise pour 6, demeurant absolument 
arbitraire. 

De là résultent donc ces conclusions importantes : 

i° Que l'équation primitive qui satisfait, en général, à une équation 
du premier ordre doit renfermer une fonction arbitraire; 

2° Que, si pour une équation donnée du premier ordre on trouve 
une équation primitive 

F(*,r> *) — ° 
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qui renferme deux constantes arbitraires a et b 9 il n'y aura qu'à faire 
b—f{a) et prendre a de manière qu'elle satisfasse à l'équation 

¥'(a)+f[a)T'[b) = o; 

la fonction désignée par/(a) sera la fonction arbitraire; 

3° Qu'ayant une équation quelconque entre x f y, z qui renferme 
une fonction donnée, on en peut déduire une équation du premier 
ordre où cette fonction ne se trouve plus. En effet, si ?(/>) est la fonc- 
tion qu'on veut faire disparaître,/? étant une fonction donnée de x 9 y, 
z y il n'y aura qu'à prendre les deux équations primes suivant x et 
suivant 7 de l'équation proposée; on aura trois équations qui renfer- 
meront <p(p) et <p'(/>), en désignant par <f'{p) la fonction prime de ç(/>) 
prise relativement à p 9 d'où, éliminant ces deux fonctions, il résultera 
une équation du premier ordre où la fonction <p(p) ne se trouvera 
plus. 

84. Soit, par exemple, 

z — ax — by — c= o 

une équation donnée; les deux équations primes seront 

2'—tf = o, z,— b = o; 

éliminant a jet b de ces trois équations, on aura l'équation du premier 

ordre 

z — xz' —yz,- <? = o, 

dont 

z — ax — by — c=o 

sera l'équation primitive, a et b étant les constantes arbitraires. 
Maintenant, en supposant 

z — ax — by — c = F(x 9 y,z), 

on aura 

F(a)=-* f T'[b)=-r- 

Donc, faisant b=/(a) 9 l'équation pour déterminer a sera 

-*-r/'(«) = °> 

IX. *i 
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d'où l'on tire 

/•(-) — :. 

ce qui donne 

o désignant la fonction inverse de/'. Ainsi, la fonction / étant indé- 
terminée, la fonction <p le sera aussi; donc a et b seront deux fonctions 

indéterminées de - ou plutôt dépendantes d'une même fonction indé- 
terminée de -> et b -\ sera, par conséquent, une fonction indéter- 
minée de -• Désignant donc cette fonction simplement par <pl-.)> 
l'équation primitive deviendra 

Si Ton prend les deux équations primes de celle-ci, on aura 

(x\ lx\ I x\ X 

Éliminant de ces trois équations les deux inconnues ?(-) et ?'(-.)» 
on aura, comme plus haut, 

z — xz' — yz t — c = o, 
pour l'équation dérivée du premier ordre, délivrée de la fonction ? (- ) * 
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CHAPITRE XV. 

FORMULE REMARQUABLE POUR LE DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE D'UNE FONCTION 
QUELCONQUE DE L'iNCONNUE Z DE L'ÉQUATION Z = X -\-yf{z). 



85. Cette propriété des équations primes de pouvoir servir à faire 
disparaître une fonction quelconque est très-utile dans beaucoup d'oc- 
casions, et surtout pour les développements en série. 

Pour en donner un exemple, soit proposée l'équation 

z=x+yf[z) 

pour la détermination de z,f[z) étant une fonction quelconque de z, 
et supposons qu'on demande la valeur de z en série suivant les puis- 
sances dey; il est visible que les deux premiers termes seront x h- yf[x), 
et si, pour trouver les termes suivants, on suppose 

z = x -\- yf[x) + A y* -4- Bj 3 + . . . , 

il faudra développer la fonction /(z) suivant les puissances de y et 
comparer ensuite les termes pour pouvoir déterminer les valeurs de A, 

B, Mais, de cette manière, on n'aurait pas la loi de ces valeurs; 

il y aura donc de l'avantage à employer, au lieu de l'équation pro- 
posée, une équation du premier ordre où la fonction f(z) ne se trouve 
pas. 
Prenant donc les équations primes suivant x et suivant y 9 on aura 

z' = i+yf{z)z\ z,=f[z)+yf'{z)z„ 

en dénotant par f'[z) la fonction prime de /(a) relativement à z 9 d'où, 
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éliminant/'(5), on tire d'abord 

Mais l'équation primitive donne 

donc, substituant cette valeur dans la dernière équation, on aura cette 
équation du premier ordre, délivrée de/(z) : 

z'[z — x) — rz t = o. 

Comme le premier terme de l'expression de z en série de y est évi- 
demment or, nous supposerons, en général, 

z — x -h A/ -4- B/ 2 -f- Cy 3 4- . . . , 

A, B, C, ... étant des fonctions de x; nous aurons 

«'=i + A'/+ B'/ 2 H- C'j'-t- . . ., 

A', B', ... étant les fonctions primes de A, B, .../regardées comme 
fonctions de x; ensuite 

z, = A -4- aB^ -f- 3Cj 2 -h 4D/ S -f- ... ; 

donc on aura, en substituant ces valeurs, 

(iH-Ay + B> 2 4-Cy+...)(A+B r -hC tr 2 -+-...)--A-2Bj--3C i r 2 -...= o, 
savoir 

(AA' - B)x + (BÀ' + AB' - aC)^ 2 + (CA' -4- BB'-f- AC - 3D)j» 4- . . . = o, 
d'où l'on tire tout de suite 

B = AA', C = -(ÀB' + BA'), D = ^(AC -hBB'4-CA), .... 

2 j 
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Ici la quantité A demeure indéterminée; mais nous avons déjà vu que 
les deux premiers termes de z dans l'équation proposée sont x+yf[x)\ 
par conséquent, on aura A =/(#), et de là 

A'=n*) f B=r/(*).f(*), *=/(*)/*(*) + [/'(*)]»; 

donc 



Mais, en examinant les expressions de B, C, ..., on voit d'abord 
qu'elles peuvent se mettre sous cette forme, 

B=(^V. C=i(AB) f f D=j(AC4-^B»y, E = £(AD + BC)', ..., 

en dénotant, en général, par le caractère ( )' la fonction prime selon a- 
de la quantité renfermée entre les deux crochets, et, si l'on fait les 
substitutions successives, on trouve que ces expressions sont réduc- 
tibles à celles-ci, plus simples, 

B = I(A.)', C = ï f i (A.)'. »=^(AT 

en marquant par un trait, deux traits, etc. les fonctions primes, se- 
condes, etc. des quantités renfermées entre les crochets, relativement 
à la variable oc, de sorte que, en substituant la valeur de A, on aura 
enfin 

z=x+ y f[x)^^[p(x)y + ^\j^x)r+^{p[x)r^..^ 

86. Supposons maintenant qu'on demande la valeur d'une fonction 
quelconque <p(s) de z, développée de même suivant les puissances de j; 
on fera u = y(z), et, prenant les équations primes pour faire disparaître 
la fonction <p, on aura 

u' = 9 '[z)z' 9 u--<f'[z)z n 
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d'où l'on tire 

* — _ 

Substituant la valeur de — > tirée de l'équation z'(z — x)— yz, = o du 

*/ 

numéro précédent, on aura cette équation du premier ordre 

u'[z — x) —jrU,z=iO. 

Supposons ici 

P, Q, R, ... étant des fonctions de x\ substituant cette valeur, ainsi 
que celle de z trouvée ci-dessus, on aura 



2— _—, 



■p'+q>-+ii'/»+9>*+...) j/(*) + f [/*(*)]'+ ^[/ , W] ,f +... j -Q-*Rr-3s^ 

d'où Ton tire 

Q = P7W. »R = Q7W + 7[/ 1 WI» 3S = R7(*) + 9![^(*)]'+^l[/»( f )r f ... 

Or, en substituant successivement les valeurs de Q, R, . . . , il est 
aisé de reconnaître que les expressions de ces quantités peuvent se 
réduire à cette forme simple 

Q = P7(*), R = £[P7*(*)L s = î î 1 [P7»(*)r, .... 

La fonction P demeure indéterminée, à cause de l'élimination de la 
fonction <p; mais; puisque u = y(z) = <p[a?-+- yf(x) + •••]» ^ est visible 
qu'on aura P = <p(a?),et par conséquent P' = ç'(a?). 
Donc, enfin, on aura 

?(*) = ?(*)+r?'(*)/(*)+^ 

formule très-remarquable et d'un grand usage dans l'Analyse, surtout 
pour le retour des suites. 
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87. On pourrait parvenir immédiatement a ce dernier résultat par 
la formule du n° 33, car il n'y aurait qu'à regarder u comme une 
fonction de y et chercher les fonctions primes, secondes, etc. de u rela- 
tives à y, c'est-à-dire les valeurs de w # , u ff9 Faisant ensuite v=o, 

on aurait 

pour les coefficients P, Q, R, S, ... de la série. 

Tout se réduit donc à trouver ces fonctions dérivées et à les mettre 
sous une forme simple et régulière. Pour cela, nous reprendrons les 
deux équations primes trouvées ci-dessus (n° 8 85, 86), 

U, z, 

lesquelles donnent celles-ci : 

On aura donc : i° 

2° en prenant les fonctions primes selon y 9 

f'{z) dénote la fonction prime de z relativement à z; or, de la première 
équation on tire aussi cette équation prime relative à x, 

4 = u'f(z)+u?z'f'(z); 

donc, substituant, on aura 

-u.= urf*(z) + *u'z'f'(z)f[z) = [u'f*[z)Y; 
3° en prenant encore les fonctions primes relatives à y, on aura 

or 
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substituant les valeurs de u\ et de z, données ci-dessus, on aura 

[u<p{z)l=u''f>(z) + 3u'z>f(z)f>(z) = [u>p(z)y; 
donc, prenant les fonctions primes relatives à x, on aura 

et ainsi de suite. 

Donc, puisque « = 7(2), on aura 

w'=*Y(*)» 

par conséquent 

u,= z'f,'[z)f(z) 9 u.= [z' 9 'i*)f *[*)?, u m =[z' 9 '(z)p[z)y, ..., 

ff'(z) étant la fonction prime de <p(z) relativement à z seul. 
Faisons maintenant y =0 ; l'équation proposée 

donnera z = x; donc 

. j' = i, ?(*) = ?(*), ?'(*) = ?'(*) et /(*)=/[*); 
donc enfin 

P = 9 (*), Q = ?W (*), E=i[ 9 »/»( J r)]' f S=^[<p'(*)/3 (*)]*, ..., 

comme ci-dessus. 

Pour montrer par une application l'usage de cette formule, soit pro- 
posée l'équation 

z = x -*-yz m y 

x et y étant des quantités données, et qu'on demande la valeur de z n 
en série suivant les puissances de y; on -fera donc 

/(*) = *«, tf(z)=z"; 

donc aussi 

f[x) = x m , y(x)=x", tf'(x) =nx"-', 
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et l'on aura sur-le-champ 
P = x", 

S - JL t x %m+*- t \*- »(3"« + ii-i)(3m-m- a ) ._, 

2.3 1 ' ~ 1.6 - * > 

•••• • ...... 9 

de sorte qu'on aura 

z n = x n -f- nx m +" R -* y H ■ «r*™ 4 -"- 2 ^- 2 



if(3//i+n— i)(3/w-+-n — 2) . 

> LJ ' 4» 31» 



i.d 



4-/1-3 v3- 



jp9W+«-3 y 



Voyez aussi sur ce sujet la Note XI du Traité de la résolution des 
équations numériques y seconde édition ( f ). 

(») Œuvres de Lr/grange, t. VIII. 



IX. m 
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CHAPITRE XVI. 



MÉTHODE GÉNÉRALE POUR TROUVER L ÉQUATION PRIMITIVE D UNE ÉQUATION DU 
PREMIER ORDRE ENTRE PLUSIEURS VARIABLES, LORSQUE LES FONCTIONS DÉRIVÉES 
SONT LINÉAIRES, ET POUR TROUVER l'ÉQUATION PRIMITIVE D'UNE ÉQUATION 
QUELCONQUE DU PREMIER ORDRE ENTRE TROIS VARIABLES. 



88. Nous avons vu comment on peut faire disparaître une fonction 
arbitraire contenue dans une équation donnée, au moyen de ses équa- 
tions primes; mais il y a, pour y parvenir, un moyen plus simple à 
quelques égards, fondé sur la considération que nous avons employée 
plus haut (n°82). 

Considérons en général l'équation 

dans laquelle/? soit égale *f{x,y, z), les deux fonctions désignées par 
les caractéristiques F et /étant données, et la fonction marquée par 
la caractéristique ç étant arbitraire; on peut supposer y une fonction 
de x telle que la fonction prime de p soit nulle; alors/? pourra être 
traitée comme constante dans la fonction F[x 9 y f z 9 ç (/*)]• pourvu qu'on 
détermine y par la condition que la fonction prime ùef(x f y, z) soit 
nulle. 

Désignons simplement par T'(x) f F'(y), F(z) et de même par/(.r), 
f'(y)>f'( z ) " es fonctions primes de F[x f y, z,<f(p)~] et de /(a?, y, z), 
prises relativement à x, y, z isolées et regardées comme indépen- 
dantes; on aura, comme dans l'endroit cité, les deux équations primes 

F( J r) + j'F(*)-h/[F l (r) + ^F(j)] = o f 
/'(*) + *'/'(*) +/[/' (r) + *,/'(«)] - o, 
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dont la première contiendra y(p) et dont la seconde ne contiendra 
point/?: celle-ci servira à éliminer l'inconnue y; la première, jointe à 
son équation primitive, servira à éliminer l'inconnue ?(/>)• 

Cette méthode a l'avantage de pouvoir s'appliquer aux équations 
qui contiendraient plusieurs fonctions arbitraires de la même fonc- 
tion p. 
, En effet, si l'on avait l'équation 

on trouverait d'abord, comme ci-dessus, une équation du premier ordre 
sans la fonction <?(/>), mais qui contiendrait encore la fonction ty(p); 
ensuite, appliquant à cette équation le même procédé et éliminant de 
nouveau la fonction y qui paraîtra dans son équation prime par la 
même équation ci-dessus, on aura une équation du second ordre qui 
contiendra ty(p) et d'où l'on éliminera cette fonction par le moyen de 
l'équation du premier ordre; et ainsi de suite, quel que puisse être le 
nombre des fonctions arbitraires de la même quantité p. 

Mais, si l'équation proposée contenait les fonctions 9(77) et ty(q), p 
etq étant des fonctions différentes de x, y, z, on ne pourrait pas par- 
venir à une équation du second ordre, débarrassée des fonctions <?(p) 
et ty(q) et de leurs dérivées; il faudrait alors passer à des équations 
d'un ordre supérieur. 

89. Considérons les équations du premier ordre qui peuvent résul- 
ter de l'élimination d'une fonction arbitraire <p(/*), et supposons, pour 
plus de simplicité, ce qui est toujours possible, que l'équation primi- 
tive soit de la forme 

F[x,y,z) = y[p) f p étonlz=zf[a: 9 y,z); 
on aura alors les deux équations primes 

F'(*) + z' F( 3 ) +/[P(r) + z, F'[z)] = o, 

/'(*) +Z'f(z) +/[/'(r) + 5 / /'(*)] = O i 

qui seront délivrées de y(p) 9 et il ne s'agira plus que d'oliminery. 
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Le résultat de cette élimination est 

F»-h;g'F'(z) _ F'(r)-4-*,F'(s) 

d'où résulte cette équation du premier ordre 

FW'(r)-Ftr)/'(*) + *'[^ 

qui ne contient que x, y, z avec les fonctions primes z' et z t . 
Cette équation pourra donc être mise sous cette forme 

en faisant 

*.- *'{*) fi*) -r[*)f[*) 
^)/'lr)-Hr)/'l-)' 

H = F»,r(r)-F(r),fW 

d'où l'on peut conclure : 

i° Que toutes les équations du premier ordre entre x, y, z' et z t 
qui ne seront pas réductibles à la forme précédente ne pourront pas 
être dérivées d'une équation primitive entre x, y, z et y(p) 9 p étant 
une fonction de a\ y, z; 

2 Que toutes les équations du premier ordre réductibles à la 
forme précédente pourront toujours avoir ,pour équation primitive 
une équation de la forme supposée F(x,y f z) = ç (p),p étant égal à 
f(x,y,z). 

Car les valeurs des coefficients M et N étant données en fonction de 
x, y, on aura deux équations par lesquelles on pourra déterminer les 
deux fonctions marquées par les caractéristiques F et/, et la fonction 
marquée pour <p demeurera arbitraire. 

Ce problème étant l'un des plus intéressants de la théorie des fonc- 
tions, je vais en donner ici une solution directe. 

90. Regardons, ce qui est permis, y et z comme des fonctions de x 
dont les fonctions primes soient y et z', et considérons les deux quan- 
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tités a'+N et Ms'-t-Nj'; ces quantités deviendront, par la substitution 
des expressions précédentes de M et de N, 

F(x)[,f(z)^4-,f(r)/]-/ / (^)[F(z)z--4-F(, r )r1 

Si Ton ajoute, et qu'on retranche en même temps du numérateur de 
la première la quantité F(y)f\y)y et du numérateur de la seconde la 
quantité F(x)f'(x), et qu'on fasse attention que F(x) -+- F(y)y'-{-F(z)z' 
est la fonction prime de F(x,y, z), que nous dénoterons simplement 
par F(x,y, z)'; que de même /(^l+ZM/H-/'! 5 )^ est la fonction 
prime de f(x,y, s), que nous dénoterons pareillement par f{x,y>z)'> 

on aura 

x , . N _ flr)T{*,.r,zY-F(r)f(',r,zy 

F'(s)/lr)--F'(r)/'l*) 
'"" FW/lrJ-F'lrJ/'l*) 

Donc, si l'on fait les deux équations 

ces équations seront équivalentes à ces deux-ci, 

F(x,y, z)'—o ei /(*,/» z)'=o, 
dont les équations primitives sont évidemment 

F[x,y 9 z) = k, f{x,y,z)=zB, 

A et B étant des constantes arbitraires, de sorte que ces équations pri- 
mitives seront complètes à cause des deux constantes arbitraires A et B. 
Mais il est possible qu'en cherchant les équations primitives des 
équations 

où M et N sont des fonctions données de x f y, z, on ne les trouve pas 
sous la forme précédente. Cependant, sous quelque forme qu'elles 
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puissent se présenter, si elles renferment deux constantes arbitraires a 
et b 9 elles doivent être comprises dans les précédentes, et les constantes 
A et B ne pourront qu'être fonctions des constantes a et b. Sj donc 
on tire de ces équations primitives les valeurs des constantes a et b 
en x 9 y 9 z 9 et que ces valeurs soient P et Q, en sorte que les équations 
dont il s'agit soient réduites à la forme P = a, Q = ô, il s'ensuit que 
les fonctions ¥(x 9 y f z) et f[x 9 y 9 z) ne pourront être aussi que des 
fonctions de P et Q. 

Donc, puisque l'équation primitive d'où l'équation du premier ordre 
z' 4- M s, -h N = o est dérivée, est de la forme 

cette équation primitive deviendra 

fonct.( P, Q) = cp[fonct. (P, Q)], 

la fonction marquée par ç demeurant arbitraire : d'où il résulte que P 
sera une fonction quelconque de Q , de sorte que l'équation primitive 
de l'équation du premier ordre 

*'-j-M* # -f-N = o 
pourra être réduite, en général, à cette forme très-simple, 

P = ?(Q). 

la fonction marquée par la caractéristique <p étant arbitraire. Cette 
méthode réduit, comme Ton voit, la détermination de la fonction de 
deux variables à celle de deux fonctions d'une seule variable, et elle 
est surtout remarquable par la simplicité et la généralité du résultat. 

91. La méthode précédente peut s'étendre aussi aux fonctions de 
plus de deux variables. Ainsi, si u est une fonction de trois variables x 9 
r, z 9 déterminée par l'équation 

p et q étant des fonctions données de x 9 y, z 9 u 9 et <p(/>, q) étant une 
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fonction quelconque de p, q, on trouvera, par une analyse semblable 
à celle du n° 89, et regardant/ et z comme des fonctions de x dont 
on déterminera les fonctions primes y et z 9 par la supposition que p 
et q demeurent constantes, on trouvera, dis-je, une équation du pre- 
mier ordre, dérivée de la fonction <p, de la forme suivante, 

a'-+- L«,+ M ( « + N = o, 

L, M, N étant des fonctions données de x 9 y, z 9 u 9 et «', u t9 u étant les 
fonctions primes de u relativement à x 9 y et z, de sorte que toute 
équation entre x, y, z, u et les fonctions primes de u qui ne serait 
pas de cette forme ne pourra pas être dérivée d'une équation primi- 
tive de la forme ci-dessus. 

Pour les équations du premier ordre réductibles à la forme précé- 
dente, on trouvera aussi, par une analyse semblable à celle du numéro 
précédent, que, si Ton regarde y, z, u comme des fonctions de x déter- 
minées par ces trois équations du premier ordre, 

et qu'on en cherche les équations primitives qui devront renfermer 
trois constantes arbitraires a 9 b 9 c 9 qu'ensuite on tire de ces équations 
les valeurs de ces constantes, de manière que l'on ait 

a = P, b = Q, c = R, 

P, Q, R étant des fonctions données de x, y f s, u, on aura sur-le- 
champ 

P = ?(Q,R) 

pour l'équation primitive de l'équation proposée, dans laquelle ç(P, Q) 
sera une fonction arbitraire de P et Q. 

Cette méthode est présentée d'une manière plus simple et plus 
directe dans la Leçon XX du Calcul des fonctions (*), à laquelle nous 
nous contentons de renvover. 

OE uvrcs de Lagrangc, t. X. 
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92. Mais, si Ton avait, pour la détermination de z en fonction de x 
et y, une équation quelconque du premier ordre entre x, y, z, z' etz t 
non réductible à la forme du n° 89, la même méthode ne servirait 
plus. Cependant on peut toujours, quelle que soit la forme de l'équa- 
tion proposée, la ramener à la forme du n° 91 en y introduisant une 
variable de plus. 

Soit donc proposée l'équation 

z=F[r,y\z f z,\ 

la fonction indiquée par la caractéristique F étant donnée; je suppose 
z =u, et, comme z est fonction de x, y, il est clair que u sera aussi 
fonction de x, y; donc, prenant les fonctions primes relativement à x 
seul, on aura z, = iï. Maintenant, l'équation proposée deviendra 

z'=.F(x,jr 9 z,u); 

prenant les fonctions primes relativement à y seul, et observant que z 
et u sont fonctions de .r, y, on aura 

2 ; = F'( r )H-*,F'(s)-+-//,F'(«), 

où les quantités F'(j), F'(s), ¥'(u) dénotent les fonctions primes de 
F(x, y, z, u) prises relativement aux variables isolées y, z, u, ainsi 
que nous l'avons pratiqué jusqu'ici; donc, substituant u et u' pour z t 
et z„ on aura l'équation 

K'==F'(7)-4-«F'(*)-t-K,F'(w), 

dans laquelle les quantités F'(j), F'(s), F'(u) seront des fonctions 
données de x, y, z et u. 

Cette équation serait donc susceptible de la méthode précédente si 
u était une fonction des variables x 9 y, z, regardées comme indépen- 
dantes entre elles; mais rien n'empêche de les regarder comme telles 
et de regarder en même temps u comme une simple fonction de x, y, 
z, pourvu qu'on exprime, d'une manière conforme à cette supposition, t 
les fonctions primes u! et u f qui se rapportent aux seules variables x 
et y. 
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Qu'on dénote par u! 9 u t et t u les fonctions primes de u relativement 
à x f y 9 z, il est facile de voir, par les principes établis pour la forma- 
tion des fonctions primes, que, puisque z est essentiellement une fonc- 
tion de x et y dont z 9 et z t sont les fonctions primes relativement à 
chacune de ces variables isolées, la valeur complète de la fonction 
prime de u relativement à x sera u-\- t uz' 9 et que la valeur complète 
de la fonction prime de u relativement à y sera u t -h f uz f ; ces valeurs 
sont celles qui, dans l'équation ci-dessus, sont représentées simple- 
ment par u! et u f ; mais on a supposé z= u 9 et, par l'équation proposée, 
on a z f =T(x 9 y 9 z 9 u); donc les valeurs à substituer à u! et u f seront 
u'-h t u¥(x 9 y 9 z, u) et ii r +,fut. Faisant donc ces substitutions dans la 
dernière équation en u 9 u' 9 u f et ordonnant les termes suivant les 
quantités u\ u et f u 9 on aura 

u'-uJ'(u)+ i u[F[x,y 9 z,u)-ur[u)]-V'[ r )-uV'[z) = o 9 

équation qui, étant comparée à la formule générale du n° 91, donne 

L=-F'(k), M = F(* f r,*«)-wF'(ii). N = -F(r)-«F'(«), 

de sorte que les trois équations par lesquelles il faudra déterminer v, 
z 9 u en fonction de x seront 

«'-F'(r)-ifF'(*)==o, 

a'F'(tt)+/[F'(r)-f-iiF(^)] = o, 

M '[F(*, r , z 9 u) - u F»] - s'[F'( r ) + u F'(i)] = o. 

Ainsi la difficulté est réduite a trouver les équations primitives d'où 
celles-ci peuvent être déduites; mais il suffira d'en trouver une, et il 
serait même inutile de trouver les deux autres. 

93. En effet, supposons qu'on ait trouvé les trois équations primi- 
tives avec les trois constantes arbitraires a, b 9 c 9 et soient P, Q, R les 
valeurs de ces constantes qui en résultent ; on aura 

P = ?(Q,R) 

pour la forme générale de l'équation primitive en u (n° 91 ). 

IX. • 23 
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Cette équation, où la caractéristique <p désigne une fonction arbi- 
traire, satisfera dans toute son étendue a l'équation du premier ordre 
en u 9 dans laquelle u est regardée comme fonction de x 9 y, z; mais u a 
été supposée égale à z t , et z dojt être, d'après l'équation proposée, une 
fonction de x ety; donc l'équation 

P = 9(Q,R) 

est trop générale, et il faudra encore chercher les limitations qu'on 
doit donner à la fonction arbitraire relativement aux deux quantités P 
etQ, pour que cette équation réponde exactement à l'équation pro- 
posée. 

Mais, sans entrer dans cette recherche, j'observe que, quelle que 
puisse être la vraie forme de la fonction arbitraire, on peut la supposer 
égale à une constante, de sorte que P = a, c'est-à-dire une des équa- 
tions primitives des trois équations ci-dessus, avec une constante arbi- 
traire, donnera une valeur de u qui satisfera à l'équation en u. 

Maintenant, en remettant z t pour u dans cette équation, on aura' une 
équation du premier ordre entre x, y, z et z t , dans laquelle z devra 
être regardée comme fonction de x ety; mais, puisque cette équation 
ne contient que la fonction prime z t relative à y, on pourra regardera? 
comme constante et z comme une simple fonction de y; on trouvera 
donc son équation primitive par l'analyse des fonctions d'une seule 
.variable, et, puisque x est regardée comme constante, la constante 
arbitraire qui entrera dans cette équation primitive pourra être aussi 
une fonction quelconque de x, que nous nommerons/?. 

On aura ainsi une valeur de z en x ety, avec les deux quantités a 
etp, qui satisfera à l'équation proposée. La constante a demeurera arbi- 
traire ; mais la fonction p devra être déterminée conformément à cette 
équation. Pour cela, il n'y aura qu'à y substituer l'expression de z 
dont il s'agit; tous les termes qui renfermeront y se détruiront, et il 
ne restera que des termes qui contiendront x, p et p' , de sorte que 
l'on aura de nouveau une équation du premier ordre entre les va- 
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riables x etp, dont l'équation primitive donnera la valeur de p en x, 
avec une nouvelle constante arbitraire b. 

De cette manière, on aura enfin une valeur de z en x et y 9 avec 
deux constantes arbitraires a et b, qui satisfera à la proposée indépen- 
damment des constantes. Cette valeur ne sera que particulière; mais 
on pourra, par la méthode du n° 83, trouver la valeur générale de s, 
qui contiendra une fonction arbitraire. 

En effet, si 

f(x,y, z,a,b) = o 

est l'équation trouvée pour la détermination de z, on fera b = y{a) f et 
l'on égalera à zéro la fonction prime def[x,y> z,a, <p(a)] prise rela- 
tivement à la quantité a, regardée comme seule variable; on aura une 
équation qui servira a déterminer a, et l'équation 

/!>,/, z,a % Q[a\\ = o 

sera l'équation primitive cherchée de la proposée du premier ordre, la 
fonction marquée par la caractéristique <p demeurant arbitraire. 

J'ai cru devoir exposer cette méthode avec tout le détail nécessaire 
pour la faire bien entendre, parce qu'elle est nouvelle et qu'elle réduit 
toute l'analyse inverse des fonctions de deux variables qui ne passent 
pas le premier ordre à l'analyse des fonctions d'une seule variable. 

94. Pour éclaircir cette méthode par un exemple dont le calcul soit 
assez simple, supposons que l'équation proposée soit de cette forme 

z'=Ay + Bz +f[x,z t ), 

A et B étant des constantes, etf(x, z) une fonction quelconque donnée 
de x et de z t . En rapportant cette équation à la formule générale du 
numéro précédent, on aura 

F[x,jr, z 9 z,) = \y 4- Bs +f[x, z,) ; 

donc 

f{x,y, z, u) = ky 4- Bz -hf[x, u) 9 
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et de là, en prenant les fonctions primes relativement ky et z, 

F'( r ) = À, F(i) = B, 

de sorte que, en faisant ces substitutions dans les trois équations du 
premier ordre entre x, y, z, u 9 la première d'entre elles deviendra 

laquelle ne contenant que la variable u, qu'on suppose fonction de x, 
aura une équation primitive indépendamment des deux autres. En effet, 
si l'on multiplie cette équation par e~ Bx , e étant le nombre dont le lo- 
garithme hyperbolique est l'unité, son premier membre deviendra la 
fonction prime de 



B ' 

comme il est aisé de s'en assurer en cherchant la fonction prime de 
cette quantité par les formules du Chapitre III. 

Ainsi, comme le second membre est nul, on aura, en passant aux 
fonctions primitives, 

(„+*)«-.- = «, 

a étant une constante arbitraire. Cette équation donnera donc 

A ., 

h =— ^ -h <*<?■*, 

et, substituant pour u sa valeur z t , on aura l'équation prime 

dans laquelle, z t étant la fonction prime de z relativement à y seul, on 
pourra regarder x comme constante et z comme fonction dey. Ainsi, 
comme le second membre ne contient ni y ni z, sa fonction primitive 
dans cette supposition sera simplement 



(-ï + " i *)r; 
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donc, passant des fonctions primes relatives à y seul aux fonctions 
primitives, on aura l'équation primitive 



- = (— ■jj^« B *)r+/>» 



p étant une fonction quelconque de x qui peut être ajoutée comme 
constante, puisque sa fonction prime relativement à y est nulle. 

De cette expression de z on tirera celles des deux fonctions primes 
z' et z t relatives à x ety, et Ton aura 

z , = a^e Ex y-hp , t 

*,=— -g + «« Bx ; 
ces valeurs étant substituées dans l'équation proposée, elle deviendra 

aBe* y -h p' = ky -f- B (- ~ -h ae B *V + B/> +/(*, - ^ + «a 1 ^ , 
laquelle se réduit à 



// = B/^/(* f -£+«»-), 



où Ton voit que les y ont disparu, de manière qu'on pourra détermi- 
ner/? en fonction de x seul. 
Qu'on multiplie cette équation par e~ Bx et qu'on suppose 

•-■*/(*.- ç +« i *) = F'(*) f 

elle deviendra 

[pe-**)'=t'(x) 9 

et, passant aux fonctions primitives, on aura 

pe-**=z¥[x) + b, 
b étant une constante arbitraire. De là on tire 

• ^ = e B *[F(*) + *]; 
donc, substituant cette valeur dans l'expression de z trouvée ci-dessus, 
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on aura 

z=(-±+a*'} r + [F[x) + V]+'. 

Cette valeur de z n'est que particulière; mais, comme elle contient 
les deux constantes arbitraires a et b, elle donnera la valeur générale 
si Ton fait b = f(a) et que Ton détermine a par l'équation 

r+F'(a) + ç'(n)=o, 

en désignant par F'(a) la fonction prime de F(#) prise relativement 
à a. 
Si B = o, le calcul devient plus simple, et Ton trouvera, en faisant 

f{x % Ax + fl) = F'(a?), les deux équations 

r + P(a)+?'(aj = o, 
d'où il faudra éliminer a. 

95. Cette dernière méthode est néanmoins sujette à quelques diffi- 
cultés que nous avons résolues complètement dans la même Leçon XX 
déjà citée, où cette matière est envisagée d'une manière plus générale 
que nous ne l'avons fait ici. 

Nous ne nous étendrons pas davantage sur ce qui regarde les fonc- 
tions de plusieurs variables. Ceux qui connaissent le Calcul qu'on 
appelle aux différences, partielles pourront aisément le rapprocher de 
l'analyse de ces fonctions et donner par là à cette analyse les dévelop- 
pements qu'on y pourrait encore désirer. 

Notre objet, dans cette première Partie, n'a été que d'établir la 
théorie des fonctions et des équations dérivées d'une manière pure- 
ment analytique et indépendante de toute supposition ou considération 
étrangère. 
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APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS A LA GÉOMÉTRIE. 



CHAPITRE PREMIER. 

DES DIFFÉRENTES MANIÈRES DONT ON A CONSIDÉRÉ LES TANGENTES. THÉORIE 
DES TANGENTES ET DES CONTACTS DE DIFFÉRENTS ORDRES, d'àPRÈS LES 
PRINCIPES DE LA GÉOMÉTRIE ANCIENNE. 



i. Les opérations ordinaires de l'Algèbre suffisent pour résoudre 
les problèmes de la théorie des courbes, qui ne consistent que dans 
des rapports de lignes tirées d'une certaine manière et terminées aux 
courbes; mais la détermination des tangentes, des rayons de courbure, 
des aires, etc., dépend essentiellement des opérations relatives aux 
fonctions. 

Suivant les anciens géomètres, une ligne droite est tangente d'une 
courbe lorsque, ayant un point commun avec la courbe, on ne peut 
mener par ce point aucune droite entre elle et la courbe: c'est par ce 
principe qu'ils ont déterminé les tangentes dans le petit nombre des 
courbes qu'ils ont considérées. Mais depuis que, par l'application de 
l'Algèbre à la Géométrie, les courbes ont été soumises à l'analysé, on 
a envisagé les tangentes sous d'autres points de vue: on les a regardées 
comme des sécantes dont les deux points d'intersection sont réunis, 
ou comme le prolongement des côtés infiniment petits de la courbe, 
considérée comme un polygone d'une infinité de côtés, ou comme la 
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direction du mouvement composé par lequel la courbe peut être 
décrite, et. ces différentes manières de considérer les tangentes ont 
donné lieu aux méthodes algébriques fondées sur l'égalité des racines 
des équations et aux méthodes différentielles fondées sur le rapport 
des différences infiniment petites ou des fluxions des coordonnées. Ces 
méthodes ne laissent rien à désirer pour la généralité et la simplicité; 
mais ceux qui admirent avec raison l'évidence et la rigueur des an- 
ciennes démonstrations regrettent de ne pas trouver ces avantages 
dans les principes de ces nouvelles méthodes. La théorie des fonctions 
que nous avons développée dans la première Partie nous met en état 
de traiter le problème des tangentes et les autres problèmes du même 
genre d'après les notions et les principes des anciens, et de donner 
ainsi aux résultats de l'Analyse le caractère qui distingue leurs solu- 
tions. 

2. Pour considérer ces questions d'une manière générale, soient 

r=/(*î 

l'équation d'une courbe quelconque proposée et 

q = ttp) 

l'équation d'une ligne droite ou d'une autre courbe qu'on veut com- 
parer à celle-là; x et y sont l'abscisse et l'ordonnée de la première 
courbe;/? et q sont aussi l'abscisse et l'ordonnée de l'autre courbe, 
rapportées aux mêmes axes que x et y. 

Pour que ces deux courbes aient un point commun relatif à l'ab- 
scisse x 9 il faut que, en faisant p = x, on ait q=y\ àoncy = Y(x), et, 

par conséquent, 

F(*) =/(*). 

Pour comparer maintenant le cours de ces courbes au delà de ce 
point, on mettra dans leurs équations x-hi à la place de x et de/), et 
l'on aura /(x -h i) et F(a?-t-i) pour les ordonnées répondant au même 
point de l'axe des x et éloignées de la quantité i de l'ordonnée qui 
passe par le point commun. Donc la différence de ces ordonnées sera 
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/(x -h i) — ¥(x -h i), savoir, en développant les fonctions et observant 
que Ton a dë]kf(x) — ¥(x) = o, 

/[/'(*) - F'(*)] + £[/*(*) - F»] + ^ [/"(*) -F-(*)] +. ., 

et cette différence exprimera la distance des points des deux courbes 
qui répondent à la même abscisse x + i. 

On voit d'abord, en général, que cette distance sera d'autant plus 
petite et que, par conséquent, les courbes se rapprocberont d'autant 
plus qu'il y aura plus de termes qui disparaîtront au commencement 
de cette série. 

Ainsi le rapprochement sera plus grand si l'on a /'(a?) = ¥'(x) 9 c'est- 
à-dire si les fonctions primes des ordonnées des deux courbes de- 
viennent égales pour la même abscisse x; il sera plus grand encore si, 
de plus, les fonctions secondes /"(#) et ¥ /, (x) des mêmes ordonnées de- 
viennent aussi égales, et ainsi de suite. 

3. Mais, pour voir de plus près en quoi consistent ces différents 
degrés de rapprochement, nous considérerons une troisième courbe 
quelconque, rapportée aux mêmes axes par les coordonnées r et s, et 
dont l'équation soit 

et nous supposerons d'abord qu'elle ait aussi avec les deux autres un 
point commun pour la même abscisse x, ce qui exige que les ordon- 
nées à cette abscisse soient égales, et, par conséquent, que l'on ait 

aussi 

?(*)=/(*) = F(*). 

Soient D la différence des ordonnées des deux premières courbes pour 
la même abscisse x -+- /, et A la différence des ordonnées de la première 
courbe et de la troisième pour cette même abscisse x -+- i; on aura 



D=/(* + i) — F(* -+-/), 



et de même 



A=/(*-t-i) — (p(x-h/). 
IX. 24 
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II est clair que la troisième courbe ne pourra passer entre les deux 
premières, à moins que pour une valeur quelconque de i, aussi petite 
qu'on voudra, la valeur de D ne surpasse celle de A, abstraction faite 
des signes. 

Développons les fonctions/(a?4-i) f F(.r 4-1), ç(j? + i) partiellement, 
suivant la formule du n° 40 de la première Partie, et arrêtons-nous 
d'abord aux deux premiers termes. Nommant y une quantité indéter- 
minée, mais renfermée entre les limites o etï, on aura, par cette for- 
mule, 

f[x 4- i) =/( JT) 4- if(x) 4- £/"(* + /), 

et de même 

F(* + i) = V[x) 4- //'(*) 4- £ F> 4-y ), 

<p(.r + i) = ?(.r) 4- 1 <?'(*) 4- - ? "(* 4-7), 

où la quantité y pourra n'être pas la même dans les trois fonctions, 
pourvu qu'elle soit renfermée entre les mêmes limites. 

Faisant ces substitutions dans les expressions de D et A, on aura, à 
cause de'f(x) = F(x)=y(œ) f en vertu du point commun aux trois 
courbes, 

a = /[/'(*) - ?'(* )] + ? [r(* 4-y ) - ? v +y i]. 



Supposons maintenant que les deux premières courbes soient telles 
que l'on ait /'(a?) = F'(#); la valeur D se réduira à 

et il est aisé de se convaincre que, tant que le terme affecté de i dans 
l'expression de A ne sera pas nul, on pourra toujours prendre i assez 
petit pour que la quantité A devienne plus grande que la quantité D, 
abstraction faite des signes. Eu effet, en divisant ces deux quan- 
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tités par i f il suffira que la quantité /'(#) — ?'(#) soit plus grande que 

J- [?"(# -hj) — F"(a? -+-/)]» ce qui est évidemment toujours possible, en 

prenant i aussi petit qu'on voudra, et il est visible aussi que, aussitôt 
que cette condition aura lieu pour une valeur déterminée de i, elle 
aura lieu, à plus forte raison, pour toutes les valeurs plus petites de i. 
Donc la troisième courbe ne pourra, dans ce cas, passer entre les 
deux premières, à moins que la quantité /'(a?) — ?'(#) ne devienne 
nulle, c'est-à-dire qu'on n'ait 

auquel cas la conclusion précédente cessera d'avoir lieu. 

4. Supposons ensuite que Ton ait a la fois Y{x)=f'{x) et 
Y"(x)=f"(x)\ en prenant trois termes dans le développement des fonc- 
tions, nous aurons, par la même formule du n° 40 (V e Partie), 

/(* 4- i) =/(*) + if'[x) -4- llf'[x) Hh JLf*[x + ,/), 

F(* + i) = F(*) + 1 F'(*) + - ¥'[x) -h -^F*(jf +y), 

<p (* + i) = ?(*) + i 9'(«) -+- *- ç*(*) -+- ^ tf m [x -hj). 

Ces valeurs étant substituées dans les expressions générales de D 
et A, à cause de/(a?) = F(a?) = 9(a?) et /'(a?) = F'(*) I /"(#) = F" (.r), 
donneront 



D =^3[/W;)-H*+y)j, 



i» 



A = i[f'(x) - 9 '(*)] 4- ^ [/"(*) - 9»] + -^ [/•(* +y ) - ç-{* -f-./)]. 

Ici, il est aisé de voir que, tant que les termes affectés de * et de i À 
dans l'expression de A ne seront pas nuls, on pourra prendre i assez 
petit pour que la quantité A devienne plus grande que D, abstraction 
faite des signes. Car, divisant ces deux quantités par i, il suffira 
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que la quantité f\x) — <?'(#) + - [/"{oc) — <î"(x]\ soit plus grande que 
' ~%W( X +J) ~-^'\ x +/)]» ce qui est évidemment possible lorsque 

f'{x) — y\x) n'est pas nulle, et, si f'(x) — 9 '(a?) est nulle, alors, en 
divisant encore par i, il suffira que/"(o:) — <p"(.r) soit une quantité plus 

grande que j[<p w (^-i-y) — F w ( a? -f-y)j, ce qui est encore visiblement 

possible, en diminuant la valeur de * tant qu'on voudra, pourvu que 
f"(x) — <?"(#) ne soit pas nulle. 

Donc, dans ce cas, la troisième courbe ne pourra passer entre les 
deux premières, à moins qu'on n'ait à la fois 

tt'(x)=f'(x) ei ?»=/"(*). 

On prouvera de la même manière que, si Ton a pour les deux pre- 
mières courbes 

/'(*) = F'(*), /"(*) = F*(.r) el /-(*) = F-(*), 

la troisième courbe ne pourra passer entre les deux premières, à moins 
que Ton n'ait aussi • 

? # (*)=f(*). ?»=/». ^(*)=h*). 

et ainsi de suite. 

5. On peut conclure de là, en général, que, si Ton a une courbe 
quelconque et qu'une autre courbe donnée ait un point commun avec 
celle-là, ce qui exige que leurs ordonnées pour la même abscisse soient 
égales, que de plus les fonctions primes de ces ordonnées pour la même 
abscisse commune soient aussi égales, alors il sera impossible qu'au- 
cune autre courbe qu'on mènerait par le même point commun passe 
entre les deux courbes, à moins que la fonction prime de son ordonnée 
pour la même abscisse ne soit aussi égale à la fonction prime de l'or- 
donnée commune aux deux courbes. 

Et si, outre les fonctions primes de ces ordonnées, leurs fonctions 
secondes pour la même abscisse étaient aussi égales, alors il serait im- 
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possible qu'aucune autre courbe qui passerait par le point commun 
passât entre les deux courbes, à moins que les fonctions prime et 
seconde de son ordonnée ne fussent respectivement égales aux fonc- 
tions prime et seconde de l'ordonnée commune aux deux courbes, et 
ainsi du reste. 

A proprement parler, ces courbes ne coïncident que dans le point 
où les ordonnées sont égales, et l'égalité des fonctions primes, se- 
condes, etc. de ces ordonnées ne les rend pas plus coïncidentes dans 
d'autres points, mais elle les fait approcher de manière qu'aucune 
autre courbe pour laquelle la même, égalité n'aurait pas lieu ne puisse 
passer entre elles. 

C'est là l'idée nette qu'on doit se faire de ces différents degrés de 
rapprochement des courbes que l'on appelle communément contact, 
oscillation, etc., et que la manière ordinaire de concevoir le Calcul dif- 
férentiel fait regarder comme des coïncidences plus ou moins rigou- 
reuses ou plus ou moins étendues. 



Digitized by 



Google 



190 THÉORIE DES FONCTIONS. 



CHAPITRE IL 



DES LIGNES DROITES TANGENTES, DES CERCLES TANGENTS ET DU LIEU DE LEURS 
CENTRES. DES CERCLES OSCULATEURS ET DU LIEU DE LEURS CENTRES. ANALYSE 
GÉNÉRALE DU CONTACT DES COURBES PLANES. DU CONTACT DANS DES CAS SIN- 
GULIERS ET DES LIGNES ASYMPTOTES. 



6. Soit proposée une courbe quelconque représentée par l'équation 

r=/(*); 

comparons-la d'abord avec une ligne droite quelconque. Puisque nous 
avons représenté en général par q = F(p) l'équation de la courbe à la- 
quelle on veut comparer la proposée (n° 2), on aura, pour la ligne 

droite, 

F{p) = a + bp 9 

a et b étant deux constantes qui déterminent la position de cette 
droite. • 

La condition d'un point commun donne d'abord 

/{*) = ¥ (x)=a + bx 9 

et Ton pourra y satisfaire au moyen d'une des indéterminées a ou b. 

Supposons ensuite f\x) = F'(x); il est clair qu'en changeant, daijp 
a-t-bp,p en x> et prenant la fonction prime, on aura 

F'(*) = *l 
donc 

/'(*) = *. 
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Ainsi les valeurs de a et b seront déterminées par ces deux conditions, 

car on aura 

6 =/'(*) et «=/(*)-*/'(*). 

Donc l'équation de la ligne droite deviendra 

q=f[x)-xf'{x)+pf>{x), 

p et q étant les deux coordonnées et l'abscisse x étant regardée comme 

constante. 

Je dis maintenant que cette droite a la propriété qu'aucune autre 

droite ne pourra être menée entre elle et la courbe. 

Car, soit 

s = ç(r) ~ff-h hr 

l'équation d'une autre droite quelconque; pour qu'elle passe par le 
même point commun, il faudra que l'on ait aussi ?(^)=/(^)» et, pour 
qu'elle puisse passer entre la courbe et la droite que nous venons de 
déterminer, il faudra de plus que l'on ait <?'(#) =/'(#) (n° 3); ces deux 
conditions donnent 

g+hx=f[x) et A =/'(*), 

d'où l'on tire, pour g et A, les mêmes valeurs que nous venons de 
trouver pour a et 6, de sorte que cette dernière droite coïncidera avec 
la première. 

Donc la droite déterminée par l'équation • 

q = a -f bp, 

oii a=/(x) — xf'(x) et b=f\x), sera tangente de la courbe repré- 
sentée par l'équation y =f(x), au point qui répond à l'abscisse p = x. 
Puisque y=.f(x), on aura, suivant la notation employée dans la 
première Partie, 

donc les expressions de a et b seront plus simplement 

a=y — xy et b=/. 
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Dans l'équation de la ligne droite 

g = a -+- bp t 

il est aisé de voir que b exprime la tangente de l'angle que cette droite 
fait avec 'l'axe et que — t est l'abscisse qui répond au point où la 

même droite coupe l'axe. Donc, cette droite étant tangente à la courbe 
au point où p = x, y' sera la tangente de l'angle qu'elle fait avec l'axe, 
et x-h r = p sera ce qu'on appelle la sous- tangente. 

7. Représentons par 

une autre droite qui passe par le même point de la courbe, r et s étant 
les deux coordonnées de cette droite; on aura pour ce point 

r — p — x, s = qz=jr; 
donc 

Pour que cette droite coupe la première sous un angle dont la tangente 
soit w/corame b et p sont les tangentes des angles que ces deux droites 
font avec le même axe, on aura, par les formules connues de la Trigo- 
nométrie, 






donc 



jr(i-b b-)m 



i — bm 



où il n'y aura qu'à substituer les valeurs de a et b. 

Si l'on veut que cette seconde droite soit perpendiculaire à la tan- 
gente, on fera m = qo , c'est-a-dire — = o, et Ton aura simplement 



■ = « + *( b + l,)=r + y 



et 

i 

~~ y 



»=-! = -*• 
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Ainsi — — sera la tangente de l'angle que cette perpendiculaire 

qu'on appelle communément normale fera avec l'axe, et a? 4- 1 =— yy' 

sera la partie de l'axe comprise entre le point où elle coupe l'axe et 
l'ordonnée, c'est-à-dire la sous-normale. 

Si les deux coordonnées x, y de la courbe étaient exprimées en 
fonction d'une troisième variable quelconque, alors, prenant x' et y 
pour les fonctions primes de xety relativement à cette autre variable, 
il n'y aurait qu'à mettre partout, dans les formules précédentes, ^ à la 
place de/ (n° 50, I re Partie). 

Il serait superflu d'appliquer ces formules à des exemples; car, pour 
peu qu'on sache les premiers éléments du Calcul différentiel, on ne peut 
manquer d'apercevoir l'identité des formules précédentes avec les for- 
mules différentielles connues. Il suffit de mettre -£- à la place de la 
fonction dérivée y. 

8. Prenons maintenant le cercle pour le comparer avec la courbe 
proposée. L'équation générale du cercle rapportée aux coordonnées 
rectangles/; et q est 

{ P -ay-r[q-by=c\ 

où a et b sont les coordonnées qui répondent au centre et c est le rayon 
du cercle. De là on tire 



donc 

x 



F(x) = i-t- v /c a — [x — a) 2 , et F(jt) = - 



^c' 1 — [x — a) 2 
Faisons donc 

FI*) =/(*)=* et F'(x) =/'(*)=/> 
et tirons de ces équations les valeurs de a et b; la seconde donne 



V^c 2 -(jr — tf) 2 =r- 



x — a 



IX. 25 
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d'où l'on tire 

x — a = ■ 



ensuite la première donne 



jr— b=z ^c' 2 — [x — a)' 1 — — ■ 



donc 

cy' , c 
a = x > ^ — j-h — « 

Si Ton regarde le rayon c comme donné, il ne reste plus d'arbi- 
traires dans l'équation , et l'on en conclura que le cercle donné, dont 
le centre est déterminé parles coordonnées a et b, est tel, qu'on ne 
pourrait mener entre lui et la courbe aucun autre arc de même rayon, 
mais placé différemment. 

Car, pour un autre cercle du même rayon c, rapporté aux coordon- 
nées r et s, et dont les coordonnées du centre seraient g et A, on aurait 
l'équation 

j= ç (r) = A + ^c«— (r-.g>)«, 

et, pour que ce cercle eût le même point commun avec la courbe pro- 
posée et pût passer entre cette courbe et le cercle déjà déterminé, il 
faudrait que l'on eût aussi 

?(*)=/(*) =r. ei 9 '[*)=f[x)=f, ' 

équations qui serviraient à déterminer les deux quantités g et h; or 
il est visible que ces équations sont de la même forme que les précé- 
dentes, les quantités g et à étant à la place de a et b : donc elles don- 
neront pour g et h les mêmes valeurs que l'on a trouvées pour a et b; 
par conséquent, le nouveau cercle se confondra avec le cercle déter- 
miné par ces valeurs. 

Donc, suivant la même notion des tangentes, le cercle de rayon c, 
dont le centre sera déterminé par les coordonnées a et b, sera tangent 
à la courbe proposée, dont x et y sont les coordonnées. 

Comme cette conclusion a lieu quelle que soit la valeur du rayon c, 
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on peut regarder c comme indéterminé dans les expressions de a et h ; 
alors ces coordonnées a et b appartiendront à une. ligne droite dont 
l'équation résultera de l'élimination de c et qui sera, par conséquent, 

. x — a 

b=y-i — • 

y 

Cette droite sera donc le lieu des centres de tous les cercles qui 
peuvent être tangents à la courbe; elle sera donc normale à la courbe : 
en effet, on voit que l'équation de cette droite, où a et b sont les coor- 
données, coïncide avec celle de la normale trouvée plus haut (n° 7), 
en y changeant r et s en a et 6. 

9. Maintenant, parmi ces différents cercles qui satisfont aux condi- 
tions ¥(x)=/(x)=y 9 Y{x)=f'{x) = y, on peut en trouver un qui 
satisfasse de plus à la condition Y"{x)=f"(x)=y. 

En effet, ayant trouvé ci-dessus 

F(*) = - X ~~ a 



v/c 2 — [x — a)- 
on en déduira 

F"(*) = - 



Ainsi, on aura l'équation 

or on a déjà trouvé dans le même endroit 



x — a 






donc on aura 



et de là 



r = — ^ — -• 



r" 
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Substituant cette valeur dans les expressions de a et b, on aura 

Les trois constantes a, b, c qui entrent dans l'équation générale du 
cercle étant ainsi déterminées, on en peut conclure qu'aucun autre 
cercle ne pourra passer entre la courbe proposée et celui qui est déter- 
miné par ces valeurs de a, b, c. En effet, pour qu'une autre courbe 
quelconque rapportée aux coordonnées r, s et représentée par l'équa- 
tion s = <p(r) pût passer entre la courbe et le cercle dont il s'agit, il 
faudrait que l'on eût (n° 4) 

or, si cette courbe est un cercle, prenant les quantités g, h, k à la place 
de a, b, c y on aura pour 9(07), ?'(#), ?"(#) les mêmes expressions que 
pour ¥(x) f F'(,r), F"(#), en substituant seulement dans celles-ci g, K 
k au lieu de a, 6, c; donc les trois équations que l'on aura pour la 
détermination de g, A, k seront les mêmes que celles par lesquelles 
on a déterminé a, b, c; donc les valeurs de g t h, k seront nécessaire- 
ment les mêmes que celles de a, b, c; par conséquent, le nouveau 
cercle, qui devrait passer entre la courbe et le cercle déjà déterminé, 
coïncidera avec celui-ci et n'en formera qu'un avec lui. 

Donc ce cercle aura, relativement aux cercles, la même propriété 
que la tangente à l'égard des lignes droites; ce sera ce que les géo- 
mètres appellent cercle oscillateur ou cercle de courbure, parce qu'il sert 
à mesurer la courbure de la courbe. 

La quantité c sera le rayon de ce cercle, qu'on nomme simplement 
rayon de courbure, et les quantités a, b seront les coordonnées de la 
courbe qui sera le Heu de tous les centres de ces cercles. 

Si l'on veut transporter ces formules au Calcul différentiel, il n'y 

dy d^ y 

aura qu'à substituer -4- à la place de y 9 et y^ à la place de y. 
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10. On peut maintenant présenter cette théorie d'une manière plus 
générale. 

Soient x 9 y les coordonnées de la courbe proposée, qui peut être 
quelconque, et/?, q les coordonnées de la courbe qu'on veut lui com- 
parer, et qui est supposée donnée. 

Supposons que l'équation de cette courbe renferme, avec les va- 
riables p et q 9 des constantes indéterminées a, b 9 c 9 . . ., et représen- 
tons-la par 

F[p 9 q 9 a 9 b 9 c 9 ...) = o. 

Si dans cette équation on change p en x 9 q en y 9 on a 

F{x 9 y, a, b 9 c, . ,.) = o, 

équation qui donne la condition nécessaire pour que la courbe donnée 
ait un point commun avec la courbe proposée. 

Dénotons parF(a?,/, a, b 9 c 9 . . .)'la fonction prime, parF(a\j% a 9 b 9 c, . . .)" 
la fonction seconde, etc. de la fonction F(x 9 y 9 a 9 b 9 c 9 ...),en regardant 
y comme fonction de x 9 et a 9 b 9 c 9 ... comme des constantes. 

Cela posé, s'il n'y a que deux constantes indéterminées a et b, et 
qu'on les détermine par les deux équations 

F (*, y 9 a 9 b ) = o, F (x, y 9 a 9 b )' = o, 

alors la courbe donnée, dont l'équation est 

F[p 9 q 9 a, b)=o f 

sera tangente de la courbe proposée au point où p = x. 

S'il y a trois constantes indéterminées a 9 b 9 c 9 et qu'on les détermine 
par les trois équations 

F(x,jr, a 9 b 9 c) = o, F(x 9 y 9 a, b 9 c)' = o, F(a\ j\ a 9 b 9 c)' = o, 

la courbe donnée, dont l'équation est 

F[p 9 q 9 a 9 6, c)~o, 

sera osculatoire de la courbe proposée, c'est-à-dire aura même cour- 
bure, au point qui répond à l'abscisse p = x 9 et ainsi de suite. 
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Cela suit immédiatement des principes établis ci-dessus, car l'équa- 
tion prime 

F[x,y,a,b, c, . . .}' = o 

donne la valeur de y r en x, y, a, b y c, . . . , l'équation seconde 

F[x,y,a, b,c, ...)"z=o 

donne celle de y" en x, y, y' et a, b, c, ... , et ainsi de suite. 

On peut en général appeler contact du premier ordre le rapproche- 
ment de deux courbes qui se touchent dans un point, contact du 
second ordre lorsqu'elles ont de plus la même courbure, et ainsi de 
suite. 

On peut appeler aussi les constantes a, b, c, . . . , qui déterminent le 
contact, éléments du contact. 

Ainsi, le contact d'un ordre quelconque m dépendra de m-hi 

éléments a, b, c, . . ., et la détermination de ces éléments se tirera de 

l'équation 

f (*t/, a, b,c, . ..) =o 

de la courbe donnée qui forme le contact et des équations dérivées de 
celle-ci jusqu'à celle de l'ordre m lème . 

La propriété analytique de ces contacts est donc que, lorsque deux 
courbes ont entre elles un contact d'un ordre donné, leurs ordonnées 
et les fonctions primes, secondes, etc. de ces ordonnées jusqu'à l'ordre 
du contact sont les mêmes, et leur propriété géométrique consiste en 
ce qu'une autre courbe qui n'aura pas avec elle un contact du même 
ordre ne pourra être menée entre l'une et l'autre (n° 5). 

1 1 . La courbe donnée qui forme le contact, étant, par exemple, une 
ligne droite dont l'équation la plus générale est 

y — a — bx = o, 

ne sera susceptible que d'un contact du premier ordre, puisqu'il n'y a 
que deux éléments a et b, et l'on aura pour la détermination de ces 
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éléments les deux équations 

y — a— bx = o, y r —b = o 9 

d'où l'on tire 

b = y r et a=y—x/ 9 

comme ci-dessus (n° 6). 

Prenons pour la courbe du contact un cercle dont l'équation la plus 

générale est 

(x — a)*+[y — A) 2 — c 2 =o; 

elle ne sera susceptible que d'un contact du second ordre, puisqu'il 
n'y a que trois éléments a K b 9 c. On déterminera donc ces.élémentspar 
les trois équations 

[x — a ) *-h(y-b) 2 -c 2 = o, x-a + (y—b)y'=zo, i-t- [r — b)f+y'* = o, 

dont la seconde et la troisième sont les équations prime et seconde de 
la première. De ces équations on tire tout de suite 

comme plus haut (n° 9). • 

Si l'on prenait l'équation à la parabole 

y = a -t- bx -+- ex 2 , 

qui n'a aussi que trois constantes arbitraires, on aurait de même, pour 
la détermination de ces constantes, regardées comme éléments d'un 
contact du second ordre, les équations 

y — a — bx — cx 2 = o, y* — b — icx=^o, ; // -2c=o, 

lesquelles donnent 

r" x 2 y" 

c—' — > b==y f —xy /, t a=y — xy~h * 



1 ' 1 

Mais, si l'on prenait l'équation à la parabole cubique 

y—a-hbx -+- cx*-\- dx*, 
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elle pourrait avoir un contact du troisième ordre, dont les éléments 
seraient a, b, c, d et se détermineraient par les équations 

y — a — bx — ex 2 — dx*=o f y*— b — zcx — 3dx 2 =o, 
y" — ic — 6dx = o, y—6d = o; 

on aurait ainsi 

tf = 4r> c^ J - ■—, b=zy'-xy"-h-^-> a=y-xf+—+ ^-, 

et ainsi de suite. 

12. Enfin, si l'on demande la courbe la plus simple qui aura avec 
une courbe proposée un contact d'un ordre quelconque m, prenant x 
et y pour l'abscisse et l'ordonnée de la proposée, p et q pour celles de 
la courbe cherchée, et regardant y comme fonction de x 9 q comme 
fonction de /?, on fera 

. . , (p — x) 2 j. (p — x)* m 

en prenant dans le second membre autant de termes qu'il y a d'unités 
dans m -h x. 

Car, en prenant les fonctions dérivées relativement à p et faisant 
p = œ, on aura q =y, q'=y\ ?"=/'» • • • jusqu'à q M =/ n ; donc ces deux 
courbes auront, dans le point commun qui répond kp = x, les condi- 
tions nécessaires pour un contact de l'ordre m ième (n° 10). 

La courbe représentée par l'équation précédente, et qui est, comme 
l'on voit, du genre parabolique, aura ainsi, dans le point commun à 
la courbe proposée, le cours le plus approchant de celui de cette courbe, 
de manicrequ'aucune autre courbe du même genre ne" pourra passer 
entre ces deux si elle n'est pas d'un degré plus haut. 

13. La théorie que nous venons de donner sur le contact des courbes 
n'est qu'une suite de la théorie générale du développement des fonc- 
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tions, exposée dans la première Partie. Mais nous avons vu (n 09 29 et 
suiv., I re Partie) qu'il y a des cas particuliers où ce développement 
échappe à la forme générale, et que ces cas sont ceux où une valeur 
donnée de x rend infinies les fonctions dérivées/'(a?),/"(a7), — Alors 
le développement def(x-t-i) contiendra nécessairement, pour cette 
valeur de x> d'autres puissances de i que les simples puissances i, 
r\ ..., et l'analyse des n os 3 et 4 se. trouvera en défaut. Quoique ces 
exceptions ne portent aucune atteinte k la théorie générale, il est né- 
cessaire, pour ne rien laisser a désirer, de voir comment elle doit être 
modifiée dans les cas particuliers dont il s'agit. 

Supposons donc qu'en faisant x = m la fonction/^ -m), développée 
en une série ascendante de i, soit de la forme 

f[m) -+- Ai* -+- BP^H-h CA + ^ V 4-. . ., 

[/., v, . . . étant toujours des nombres positifs. 

Je remarque d'abord qu'on peut trouver les coefficients A, B, C, 
ainsi que les exposants X, p, v, . . ., par une méthode semblable à celle 
du n° 3 de la première Partie. On fera d'abord 

/(m + /)=/(#n)-t-i>P, 

et l'on prendra pour i x la plus haute puissance de i qui divisera 
/(/n-f-i)— /(/n), après les réductions convenables, de manière que le 
quotient P ne devienne ni nul ni infini en faisant i = o. Lorsque 
m = o, l'exposant 1 pourra être négatif; dans tout autre cas, il sera 
évidemment toujours positif (*). On fera ensuite 

P = A + i>U, 

A étant la valeur de P lorsque i = o, et l'on prendra pour *> la plus 

(*) Uno inadvertance singulière a été commise ici par Lagrange. L'exposant 1 ne peut 
jamais être négatif, car le développement de/(//i-t-i) no peut contenir de puissances néga- 
tives de i que si /(//*) est infini; d'ailleurs l'hypothèse de m = one saurait constituer aucune 
particularité : on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi, par un déplacement de l'ori- 
gine des coordonnées sur l'axe des abscisses. 

Je n'ai pas cru pouvoir me permettre la moindre altération au texte de l'illustre auteur, et 
j'ai laissé subsister la faute dans cette nouvelle édition. [Note de l'éditeur.) 

IX. ^6 
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haute puissance positive de i qui divisera P — À, de manière que le 

quotient Q ne devienne ni nui ni infini lorsque 1 = 0. On continuera 

en supposant 

Q^B-f-i^R, 

B étant la valeur de Q lorsque i = o, et i v la plus haute puissance posi- 
tive de i qui divisera Q — B, en sorte que le quotient R ne soit ni nul 
ni infini lorsque 1 = 0; et ainsi de suite. On aura, de cette manière, 

f[m -4- i) =f[m) -h / X P =/(m) + i*À + i^+PQ 
=f[m) -+- A A -f- f^B ■+- i^+i^R 



On a, pour trouver les termes successifs d'une série, des méthodes 
plus courtes ou d'un calcul plus facile, mais la précédente a l'avantage 
de ne développer là série qu'autant que l'on veut et de donner la valeur 
du reste. Nous n'aurons pas besoin, pour notre objet, de connaître ces 
restes; il nous suffira de savoir qu'ils peuvent toujours s'exprimer par 
des quantités de la forme que nous venons de trouver. 

Cela posé, considérons la courbe représentée par l'équation 



r=/(*î 



n 



x étant l'abscisse et y l'ordonnée; supposons qu'elle ait un point com- 
mun -avec une autre courbe, dont l'ordonnée soit F(a?) f et que ce 
point réponde à l'abscisse m> en sorte que l'on ait F(m)=f(m). Au 
delà de ce point, les ordonnées des deux courbes seront /(m + *"), 
F(#n+ i) pour une abscisse quelconque m -+-*, et leur différence, que 
je désignerai par D, sera /(m + i) — F(/n + i). 

Développons la fonction Y(m-hi) comme la fonction /(/tu- i), et 

soient 

F (m -h i) = F(m) -±-i?p, p = oc -+- i* q , q = $-\-i*r f . .., 

<;, t, ... étant des nombres positifs, et a, p, ... étant les valeurs de />, 
y, ... lorsque i= o; on aura d'abord, à cause de Y(m)~f(m) % 

D = i> A — i?a -h iï+V-Q — i?+°q -b 
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Les deux premiers termes du développement de f[m-\-i) étant 
/(m) -+- i x A, et ceux du développement de F (m -f- i) étant F (m) -M p a, 
supposons qu'ils deviennent égaux, en sorte qu'on ait aussi p = 1 et 
a = A: la première de ces deux conditions dépendra de la nature des 
fonctions désignées par/ et F, mais la seconde pourra toujours être 
remplie comme la condition de F(m)=/(m) par le moyen des con- 
stantes arbitraires a, b, c 9 ... qui entreront dans la fonction F(x). On 
aura donc, dans ce cas, 

D = i^Q — i>»-*7 -+- . . . , 

et il sera impossible qu'aucune autre courbe passe entre les deux 
courbes dont il s'agit, dans le même point qui répond à l'abscisse m, 
à moins que les deux premiers termes du développement de 9(7/1 -h*)» 
o(x) étant l'ordonnée de cette autre courbe, ne soient aussi les mêmes 
que ceux du développement de f{m -+-*). 

Car, s'ils sont différents, ils ne pourront pas se détruire dans l'ex- 
pression de la différence A des deux ordonnées/(/w-f-i) et ç(/n-+-i) f et 
l'on aura en général 

A = i* A — iPoc -t- i*+vQ — i?+*q -+-..., 

à cause de y (m) =f(m) par la condition supposée de la coïncidence 
des courbes dans le point qui répond aa? = w. Cette expression de A 
étant comparée à celle D = i x+v -Q — i**~ a q -+- . . . , il est facile de voir que, 
à cause que les exposants ja, a t ... sont nécessairement positifs par la 
nature du développement, il sera toujours possible de prendre 1 assez 
petit pour que la valeur de A surpasse celle de D, abstraction faite des 
signes, tant qu'on n'aura pas p = l et <x = A, comme dans les deux 
premières courbes. Donc, dans tout autre cas, la troisième courbe pas- 
sera nécessairement en dehors des deux autres. 

En poussant plus loin le développement des fonctions /(m + t) et 
F (01 -+-*"), on prouvera de la même manière que, si les trois premiers 
termes du développement de ces fonctions sont les mêmes, aucune autre 
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courbe ne pourra passer entre elles, à moins qu'elle n'ait aussi les 
mêmes termes communs avec celles-là; et ainsi de suite. 

On pourra donc appeler aussi, comme dans le n° 10, contact du pre- 
mier ordre, du second, etc. le rapprochement de deux courbes pour 
lesquelles les deux premiers termes, ou les trois premiers, ou etc. 
seront les mêmes dans les développements des fonctions qui repré- 
sentent les ordonnées. 

Ainsi, la courbe dont l'équation est 

r=fl*) 

étant donnée, la courbe la plus simple qui aura avec elle un contact du 
premier ordre au point où x = m sera représentée par l'équation 

et celle qui aura un contact du second ordre le sera par 

et ainsi de suite. Car, en substituant m + i pour a, on aura simple- 
ment les deux premiers termes /(m) + A t\ ou les trois premiers 
/(/w) + Ai x -4-Bï x+i \ ou etc. du développement de f{m-hi). Ces 
courbes auront donc aussi dans le même point le cours le plus appro- 
chant de celui de la courbe proposée et pourront, par conséquent, ser- 
vir a en faire connaître les propriétés comme les points singuliers, les 
points de rebroussement, etc., sur quoi voir V Analyse des lignes 
courbes de Cramer. 

14. Supposons maintenant que, dans l'équation 

r=/(*) 

de la courbe proposée, on substitue - a la place de x, et qu'on déve- 
loppe la fonction /( 4 j en une série ascendante de la forme 

A/ x -4- Bi^h- CiW-^'-h 
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Si l'on fait la même chose pour l'équation 

7=F(*) 

d'une autre courbe, et que les premiers termes du développement de 

F f-J soient les mêmes que ceux du développement de/(ij> on pourra 

prouver, par un raisonnement semblable à celui qui a été fait ci-des- 
sus, qu'on pourra toujours prendre i assez petit pour qu'aucune àutiv 

courbe, représentée par l'équation y=y{x) et dont la fonction 9 H) 
développée de même en série ascendante n'aurait pas autant de termes 
identiques avec ceux de ces courbes, ne puisse passer entre ces mêmes 

courbes dans les points qui répondront à l'abscisse x = - et à toutes 

les abscisses plus grandes à l'infini, puisque, dès que Ja condition qui 
peut empêcher que cette courbe ne passe entre les deux autres aura 
lieu pour une certaine valeur de i 9 elle aura lieu, k plus forte raison, 
pour toutes les valeurs de i plus petites. 

D'où l'on peut conclure que la courbe dont l'équation sera simple- 
ment 

jr=Ax~\ ou r= A.r~*-f- B«r~ x ~H-, ou etc. 

ira en s'approchant continuellement de la courbe proposée à mesure 
que les abscisses x deviendront plus grandes, mais sans pouvoir jamais 
l'atteindre, de manière qu'elle parviendra à un terme passé lequel 
aucune autre courbe du même genre parabolique ou hyperbolique, qui 
ne sera pas d'un degré plus haut, ne pourra passer entre les deux 
courbes. Cette seconde courbe sera donc une asymptote de la première, 
et cette idée de l'asymptote me paraît la plus simple et la plus générale 
qu'on en puisse donner, en même temps qu'elle est aussi la plus propre 
à caractériser la nature du rapprochement qui constitue le vrai asym- 
ptotisme. 
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CHAPITRE III. 



PROBLÈMES DIRECTS ET INVERSES SUR LE CONTACT DES COURBES. ANALYSE DES CAS 
OU L'ON PROPOSE UNE RELATION ENTRE LES DEUX ÉLÉMENTS DU CONTACT DU 
PREMIER ORDRE. DE LA COURBE REPRÉSENTÉE PAR L'ÉQUATION PRIMITIVE SINGU- 
LIÈRE D'UNE ÉQUATION DU PREMIER ORDRE. 



15. Les problèmes qu'on peut proposer sur les tangentes, les rayons 
de courbure, etc., et en général sur les contacts des courbes, sont de 
deux sortes, directs ou inverses. Les problèmes directs se réduisent 
toujours à trouver quelques-uns des éléments du contact d'un certain 
ordre, et, comme ils ne dépendent que de l'analyse directe des fonctions, 
ils sont toujours résolubles analytiquement. Dans les problèmes in- 
verses, on suppose qu'il y a une relation donnée entre quelques-uns 
de ces éléments et les coordonnées x, y avec les fonctions dérivées y', 
y, . . . , et cette relation, en y substituant les expressions générales des 
éléments en x, y, y\y", ..., devient une équation dérivée d'un cer- 
tain ordre-, dont il faut trouver l'équation primitive pour avoir celle de 
la courbe cherchée en x et y. Ces problèmes conduisent donc immédia- 
tement à des équations dérivées, et leur solution, dépendant essentiel- 
lement de l'analyse inverse des fonctions, se trouve sujette à toutes les 
difficultés de cette analyse. 

Il y a cependant des cas où l'on peut les résoudre directement par 
des considérations particulières, qui méritent d'autant plus d'atten- 
tion, qu'elles tiennent a des finesses d'analyse qu'il est intéressant de 
connaître. 
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Ces cas sont ceux où la relation donnée n'est qu'entre les éléments 
mêmes du contact, sans que les coordonnées ce, y y entrent. 

Pour donner d'abord, par un exemple, une idée de ces sortes de pro- 
blèmes, supposons qu'on demande la courbe dont chaque tangente 
coupera deux ordonnées (prolongées s'il est nécessaire) répondant aux 
abscisses données x = m et x = n y de manière que le produit des par- 
ties de ces ordonnées comprises entre la même tangente et Taxe des 
abscisses soit toujours constant et égal k K. 

Puisque l'équation k la tangente est (n° 6) 

q == a -+■ bp, 

en faisant successivement p = m et p = n, on aura les deux valeurs 
de q 9 dont le produit devra être égal k K; on aura donc, entre les élé- * 
ments du contact a et b, l'équation 

{a h- mb)[a + nb) = K. 

La marche naturelle et directe serait donc de substituer k la place de a 
et b leurs valeurs y—xy' et y (numéro cité); on aurait alors cette 
équation du premier ordre 

dont il ne serait pas aisé de trouver l'équation primitive par les mé- 
thodes ordinaires. 

Mais, si l'on prend les fonctions primes de cette équation, il vient 
celle-ci, 

dont tous les termes se trouvent multipliés par j", de sorte qu'elle 
peut se décomposer dans ces deux : 

f — o et [y-r- [n — x)y\[m — x) +■ [y -h (m— x)/][n — x) = o. 

La première, qui est du second ordre, donne sur-le-champ celle-ci du 
premier, 



l 
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où A est une constante arbitraire; ainsi, par les principes étabKs dans 
les n 09 46 et suivants de la première Partie, on aura l'équation primi- 
tive complète de la proposée en y substituant simplement cette valeur 
de y. 

Cette équation sera donc de la forme 

(y—Ax-t- m\)(y — Ax H-nA) = K, 

savoir, en développant les termes, 

(7— Ax) 2 -\- (r — A*) (m 4- n) A 4- mnA 2 — K = 0, 

d'où, en extrayant la racine, on tire 

j — Ax-+- B, 

en prenant pour B la racine de l'équation 

B 2 H-(m +n)AB + m»A 2 -K=;o. 

D'où Ton voit que Ton n'a de cette manière qu'une équation a la ligne 
droite. 

En effet, l'équation y"—o ayant donné y'— A, celle-ci donnera l'é- 
quation primitive 

r = A x -+- B, 

A et B étant deux constantes arbitraires; mais, par la théorie des nu- 
méros cités ci-dessus, ces deux constantes ne peuvent pas être arbi- 
traires k la fois, car il faut que l'équation trouvée coïncide avec la 
proposée pour une valeur de x ; or, faisant x — o, on a 

j=^b, y = k\ 

donc on aura entre A et B cette équation de condition, 

(B + mA)(B + »A)=K, 

qui est la même que celle que nous avons trouvée ci-dessus pour la 
détermination de B en A. 

Venons maintenant k l'autre équation, qui n'est que du premier 
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ordre. Celle-ci servira également a trouver une équation primitive de la 
proposée par l'élimination dey. En effet, elle donne 

, [ix — m — n)y 



2 [m — x )[n — x) 



valeur qui, étant substituée dans la proposée, la réduira à celle-ci, 

4K(m — x)in — x) 

équation à l'ellipse ou a l'hyperbole, suivant que K sera une quantité 
positive ou négative. Le grand axe sera m — n, le petit axe a^±K, et 
les deux sommets seront aux points où x = m et où x = n. 

La propriété des tangentes qui nous a conduits a cette équation est 
démontrée dans la proposition XLII du Livre III des Coniques d'Apol- 
lonius; mais l'analyse précédente a l'avantage de faire voir que cette 
propriété appartient uniquement aux sections coniques. 

16. Si on examine maintenant les deux solutions qu'on vient de 
trouver, il est facile de voir que la première ne donne que la ligne 
droite même qu'on a supposée tangente, en regardant les deux élé- 
ments a et b comme constants; car l'équation y = Ax •+- B ne diffère 
point de l'équation q = a + bp de cette tangente, l'équation entre les 
deux constantes A et B étant évidemment la même que celle que l'on a 
supposée entre les quantités b et a. 

En effet, il est visible que toute droite peut résoudre le problème, 
pourvu qu'il y ait entre ses deux constantes la relation donnée par les 
conditions du problème, et, comme il reste une constante arbitraire, 
il s'ensuit que l'équation de cette droite doit être l'équation primitive 
complète de l'équation du premier ordre donnée par le problème. Donc, 
analytiquement parlant, le problème est résolu complètement par l'é- 
quation même 

y= a -h bx f 

a et b étant deux constantes, dont l'une est arbitraire et l'autre en dé- 
IX. • 27 
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pend par l'équation 

A Tégard de la seconde solution, comme elle ne contient point de 
constante arbitraire, elle est à la rigueur moins générale que la pre- 
mière et ne peut être qu'un cas particulier de celle-ci ou bien une so- 
lution singulière provenant de la considération que nous avons déve- 
loppée dans le n° 60 de la I re Partie. 

Il est d'abord facile de se convaincre que cette dernière solution ne 
peut être un cas particulier de la première, car il faudrait pour cela 
que l'équation j' = a -h b x de la première pût satisfaire à l'équation 

4 K ( m — x ■ :' n — x ) 



[m — n) 2 

de la seconde, en déterminant convenablement sa constante arbitraire, 
et par conséquent qu'en éliminant y de ces deux équations la résul- 
tante ne contînt plus que des constantes, ce qui n'est pas. 

Elle ne peut donc être qu'une solution singulière, et, en effet, nous 
avons vu (I re Partie, n° 59) que le caractère de l'équation primitive sin- 
gulière de toute équation du .premier ordre de la forme y=¥[x 9 y) 
est de rendre infinie la fonction ¥'(y) 9 c'est-à-dire la fonction prime de 
¥{x 9 y) prise relativement k y seul. Or, l'équation de notre problème 

[T + fm- x)f][jr-h[n-x)y'] = K, 
étant mise sous la forme précédente, donne 



... . ylix — m — n) -+- d/\k(m — x) * — x) ■+- ( m — n ) 2 r 1 

l (X, Y) = — — '—■ 

v J ' 2[m — x)[n — x) 

d'où l'on tire 



F ,, ,__ [m — /i) 2 ,r-4- (*xx— ni — n) y/4K(m — x)(n — x) -f [m — n) 2 y 2 
a (m — x)[n — x) y/4K(//i — x) [n — x) -+- (m — n) 2 y 2 

où l'on voit que F'(y) devient infini par l'équation 

4K(/n-j)(»-*) + (m — n) 2 y* = o, 
qui est celle de la seconde solution. 
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17. En examinant la manière dont nous sommes parvenus à cette 
solution, on verra qu'elle dépend de cette circonstance que les fonc- 
tions primes de a et b regardés comme fonctions de x, y, y sont entre 
elles dans un rapport qui ne contient pas la fonction seconde y 7 ; en 
effet, ayant b —y et a =y — xf , on a 

b' = f et a'=— xy" % 
ce qui donne 

b'" x ' 
de sorte que, prenant la fonction prime de l'équation 

(714- mb) [a -Y- nb) = K 

et divisant par b' 9 on a une équation qui est également du premier 
ordre, et le résultat de l'élimination dey entre ces deux équations 
donne l'équation aux sections coniques trouvées plus haut. Or je con- 
sidère que les quantités a et b sont données par les équations (n° 11 ) 

jr =a-+- bx ei y=b. 

Ainsi l'équation dont il s'agit est le résultat de l'élimination de a, b 
et y entre les équations 

y = a -hbx, /'=&, (a -h mb)(a -+- nb) = K 

et l'équation prime de cette dernière divisée par b' . On obtiendra donc 
aussi le même résultat en éliminant d'abord une des deux quantités a 
ou b entre les deux équations 

y=a-+- bx et (fl + wt)(fl + rà)=K, 

et ensuite éliminant l'autre par le moyen de l'équation résultante et de 
son équation prime prise en faisant varier cette dernière quantité. Ainsi, 
éliminant d'abord a 9 on a l'équation 

[y+ [m — x)b'\[y-h {n — x)b~\ = K. 
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Prenant l'équation prime relativement à b et divisant par b\ on a 

[r + [m — x) b](n — x) + [y -h [n — x) b][m — x) = o, 

d'où Ton tire 

. (i>.x — m — n)y 

o =r — : =— r* 

•2 ( m — x ){ n — x ) 

valeur qui, substituée dans l'autre équation, donnera comme ci-dessus 

l'équation 

[m — nYy*->r/\YL{m — x){n — x) = o, 

qui renferme la seconde solution. 

On peut encore considérer que l'équation 

{a -h rnb)[a + nb) = K, 

qui contient la relation entre a et b, dans laquelle consiste la condition 
du problème, donne, par la résolution, a =f(b) 9 valeur qui, étant sub- 
stituée dans l'équation 

^ = fl+ bx, 

la réduit à celle-ci, 

r=f{b) + bx, 

qui ne contient plus que la constante arbitraire b, qu'on éliminera par 
l'équation prime prise relativement à b, savoir 

f'(b)+x = o, 

ce qui donnera encore le même résultat. Or, par ce qu'on a vu ci-des- 
sus, l'équation 

r =f[b) + bx 

est l'équation primitive complète de l'équation du premier ordre donnée 
par le problème; donc l'équation résultante de l'élimination de b entre 

celle-ci et l'équation 

f'[b)+x = o 

sera précisément l'équation primitive singulière, d'après la théorie du 
n° 60 de la I re Partie. 
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D'un autre côté, comme l'équation y=/(b) -h bx est l'équation gé- 
nérale des tangentes de la courbe cherchée (n° 15), on en peut con- 
clure que pour avoir l'équation de cette courbe il n'y a qu'à regarder 
la constante arbitraire b qui différentie les tangentes comme variable 
et la déterminer par la condition que l'équation prime relative à cette 
seule variable ait lieu en même temps, et de là on voit aussi que 
l'équation primitive singulière que nous avons trouvée pour l'équation 
du premier ordre donnée par le problème n'est autre chose que l'équa- 
tion de la courbe formée par l'intersection continuelle des droites re- 
présentées par l'équation primitive complète de la même équation du 
premier ordre. 

18. Après avoir ainsi éclairci la matière par un exemple, nous al- 
lons la traiter d'une manière générale. Soit, comme dans le n° 10, 

F{jr 9 jr 9 a i b)—o 

l'équation de la courbe du contact, que nous avons supposée ci-dessus 
une ligne droite, et soit 

l'équation qui détermine la relation entre les deux éléments a et b 9 
donnée par la nature du problème proposé ; suivant la théorie donnée 
dans ce même numéro, il faudra déterminer a et b par les deux équa- 
tions 

• F[x, y 9 a, b) = o et ¥{x,y, a, b}' = o. 

Or nous avons vu dans la I re Partie (n° 46) que, si l'on élimine a 
et b des trois équations 

F(x,jr 9 a, 6) = o, F[x,y, a, b)' = o, ¥[x,y,a, b)"= o, 

on a une équation du second ordre entre x, y 9 y et/', que nous dési- 
gnerons par V= o, et dont 

V[x 9 y 9 a, b) = o 
sera l'équation primitive complète, a et b étant les constantes arbi- 



Digitized by 



Google 



214 THÉORIE DES FONCTIONS. 

traires; nous y avons vu aussi que, si l'on élimine a ou b des deux pre- 
mières, les deux résultantes seront des équations primitives du pre- 
mier ordre de la même équation V = o, et dont celle-ci sera le résultat, 
en prenant de nouveau les fonctions primes et éliminant la constante 
qui y était restée (n° 47). Donc, si de ces deux premières équations on 
tire les valeurs de a et b 9 que nous désignerons par P et Q, en sorte que 
Ton ait a = P, b = Q, P et Q étant des fonctions de x, y et y; qu'ensuite 
on prenne les fonctions primes de ces équations, en y regardant tou- 
jours a et b comme constantes, on aura les équations du second ordre 
P'=o, Q'=o, qui devront coïncider avec l'équation V=o, de sorte 
qu'on aura nécessairement 

P' = MV, Q' = NV, 

M et N étant des fonctions de x, y et y' sans y'; car si, par exemple, 
M contenait encore y, alors l'équation P =o donnerait, outre V=o, 
cette autre équation du second ordre, M=o, qui ne serait pas comprise 
dans la même équation V=o, ce qui ne se peut. 

Substituant donc ces valeurs de a et b dans l'équation du problème 

o[a t b) — o 9 
on aura 

?(P,Q)=o; 

prenant ensuite l'équation prime, on aura 

PY(P) + QY(Q}=o, 

en dénotant par <p'(P) et <p'(Q) les fonctions primes de ©(P, Q) prises re- 
lativement à P et Q isolés; donc, mettant pour P' et Q' les expressions 
ci-dessus, cette dernière équation deviendra 

• V[M<p'(P) + N 9 '(Q)] = o, 
laquelle se décompose naturellement en ces deux-ci : 

V = o et M<p'(P) + N<p'(Q) = o. 

La première, V=o, sera du second ordre et aura pour équation pri- 
mitive complète 

¥(x 9 y, a, fc)=o, 
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c'est-à-dire l'équation même de la courbe du contact, dans laquelle une 
seule des deux constantes a et b sera arbitraire, l'autre étant déter- 
minée par l'équation même du problème <p(a, b) = o. . 

L'autre équation, 

M9'(P)+Nç'(Q) = o, 

ne sera que du premier ordre et sans constante arbitraire; mais, étant 
combinée avec l'équation <p(P, Q) = o, elle donnera, par l'élimination 
dey, une équation entre x et y qui sera l'équation primitive singulière 
de cette dernière <p(P,Q) = o. 

Cette équation sera donc le résultat de l'élimination des quantités a, 
b et y entre les quatre équations 

F{x,y, a, b) = o, F[x,y, a, b)'=io y <p(a, b) = o, Mç'(«) -h Ncp'(6) = o. 

Or, en regardant a et b comme des fonctions de x et y> les équations 

a = P, b = Q, 
résultant des deux premières, donnent ces deux équations primes 

a'=9' = MV et A'^Q'^NV; 

donc 

N ^ 
M ~~ a ' 

de sorte que la dernière équation se réduira à celle-ci, 

?(«) + — ^r-=û, 

qui n'est autre chose que l'équation prime de ç(a, 6) = o, divisée 
par a'. D'un autre côté, dans la supposition de a et b variables, il est 
évident que la fonction prime de \\x>y y a 9 b) n'est pas simplement 
F(x,y, a, b)', mais qu'il y faut ajouter les termes dus à la variation de a 
et b, qui sont a'F'(a) -f-6'F'(£), en désignant par F'(a) etF'(ô) les 
fonctions primes de F(x 9 y, a, b) prises relativement à a et à b f re- 
gardés comme seules variables. Donc, prenant les fonctions primes de 

l'équation 

F(x,y,a 9 6)~o, 
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on aura 

F(* f 7,a,A)'+a'F'(fl)-h6'F'(6)=o. 

Mais on a déjà l'équation 

on aura donc nécessairement, dans la supposition de a et b variables, 

l'équation 

a'F'(«)H-6'F'(6) = o f 

d'où l'on tire 

'• 

N 
c'est la valeur de ^> qu'on peut trouver directement de cette manière, 

et qu'on voit clairement ne pouvoir être une fonction du premier ordre, 
puisqu'elle ne contient que les quantités x, y et a, b. 

Donc l'équation dont il s'agit sera, en dernière analyse, le résultat 

de l'élimination de a, b et -7 entre les quatre équations 

F(*",jr, a, b) — o, <p(tf, b) = o, 
F'(*) + £f'(*)=o, Ç f («) + £? # (*} = o. 

dont les deux dernières sont les fonctions primes des deux premières, 
prises relativement à a et b et divisées par a'; l'équation 

F(*,j,ff,6)=o 
n'est plus nécessaire ici et se trouve remplacée par l'équation 

F>) + £f(6} = o, 

qui en est une suite. Donc, si on réduit d'abord les deux premières en 
une seule par l'élimination de 6, il ne s'agira plus que de prendre l'é- 
quation prime de celle-ci relativement à a seul et d'éliminer ensuite a 
par le moyen de j^es deux; le résultat sera nécessairement le même 
qu'auparavant. 
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Si donc on tire de l'équation 

tf[a 9 b) = o, 

donnée par les conditions du problème entre les éléments du contact 
a, b, la valeur de b en a, et qu'on suppose b = ty(a) (<J* étant aussi la 
caractéristique d'une fonction), qu'on substitue cette valeur dans l'é- 
quation 

F[x,y,a,b)=o 

de la courbe du contact, qu'ensuite on prenne la fonction prime de 
F[x f y 9 a 9 ^(a)~\ relativement à a seul, fonclion que nous désignerons 
par a'F'[a, <K«)] f à étant la fonction prime de a regardé comme fonc- 
tion de x 9 on aura ces deux équations, 

F[>, r ,«,<M*)] = o et F'|>,<Ha)] = o f 

d'où il faudra éliminera; et il est visible que le résultat ne sera autre 

* 

chose que l'équation primitive singulière de l'équation du premier 

ordre, dont 

F[>,,r, a,ty[a)'] = o 

sera l'équation primitive complète (n° 60, I rc Partie). 

La courbe représentée par cette équation singulière sera proprement 
celle qui résout le problème, et qui aura la propriété d'être touchée 
dans chaque point par une des courbes représentées par l'équation 

F|>,7,<i,<p(<i)] = o, 

a étant constant pour la même courbe, mais variable d'une courbe à 
l'autre. 

19. La manière dont nous sommes parvenus à cette dernière solu- 
tion est la plus directe, analytiquement parlant; mais on y peut parve- 
nir plus simplement par la considération suivante. Puisque le pro- 
blème consiste à trouver la courbe qui aura, dans chaque point, un 
contact du premier ordre avec la courbe représentée par l'équation 

IX. 28 
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a étant un paramètre indéterminé, il s'ensuit (n° 10) que l'équation 
de la courbe cherchée doit donner pour y et poury des fonctions de x 
de la même forme que celles qui résultent des équations 

F[x,r,a,i\i(a)']=:Q et F[>, y\ a, <p(a)]' = o, 

en désignant par F[x, y, a, <]>(a)]' la fonction prime de F[#,y, a, <!>(«)] 
relative à x et y. Or, a étant une quantité indéterminée, on peut la 
supposer telle que la courbe cherchée soit représentée par la même 
équation 

pourvu que l'équation prime de celle-ci soit aussi de la même forme 

F[>, r , *,+(*)]' = o. 

Mais, si a est une quantité variable, la fonction prime complète de 
F[#,j, a,ty{a)\ sera, comme nous l'avons vu ci-dessus, 

. F[*, r ,a,+(a)]'WF'[a,^(a)]. 

Donc la condition dont il s'agit sera remplie si l'on détermine a par 

l'équation 

F' [>,+(<*)] = o, 

ce qui donnera la dernière solution que nous venons de trouver. 

Toute équation entre x, y et un paramètre indéterminé a, que nous 
dénoterons, pour plus de simplicité, par 

f[x,y,a) = o, 

représente, en donnant successivement a a toutes les valeurs possibles, 
une famille d'une infinité de courbes qui varient de forme ou de posi- 
tion, ou de l'une et de l'autre à la fois, à raison des variations du pa- 
ramètre, et, si l'on élimine ce paramètre par le moyen des fonctions 
primes, l'équation résultante du premier ordre appartiendra à toute 
cette famille de courbes; elle appartiendra donc aussi à la courbe 
formée par toutes ces courbes, et qui les enveloppera, ayant avec cha- 
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cune d'elles un contact du premfer ordre. La même équation 

ainsi que son équation prime 

f(x 9 jr,a)' =0, 

prise relativement à x et y seuls, devront donc avoir lieu aussi pour 
chaque point de cette courbe enveloppante, en regardant le paramètres 
comme une quantité variable. Or, dans cette hypothèse, la fonction prime 
complète de f(x,y,a) est/(#,y, a)' + a'/'(a), en dénotant par f\à) 
la fonction prime de f(x,y,a) prise relativement à a seul, et par a! 
la fonction prime de a, regardée comme une fonction quelconque de x; 
donc il faudra que la valeur de a soit telle que l'on ait/'(a) = o, ce 
qui donnera l'équation primitive singulière de l'équation du premier 

ordre qui répond à l'équation 

* 

f(x,y,a)=zo, 

dans laquelle a est regardée comme une constante arbitraire (n° 60, 
I re Partie). 

D'où l'on peut conclure, en général, que l'équation primitive singu- 
lière d'une équation du premier ordre représente toujours la courbe 
enveloppante de toutes les courbes qui peuvent être représentées par 
son équation primitive complète, en donnant à la constante arbitraire 
toutes les vaJeurs possibles. 
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CHAPITRE IV. 



DES CONTACTS DU SECOND ORDRE. THÉORIE ET CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS 
PRIMITIVES SINGULIÈRES DANS LES ORDRES SUPÉRIEURS. EXEMPLE CONTENANT 
LA THÉORIE ANALYTIQUE DES DÉVELOPPÉES. 



20. Considérons maintenant les contacts du second ordre, et, prenant 

,F[x,y,a,b, c) = o 

pour l'équation de la courbe du contact, supposons qu'il y ait entre 
les trois éléments a, b, c la relation donnée par l'équation 

<p(rt, 6, c) = o. 

Comme les valeurs de ces éléments doivent se tirer des trois équations 

(n°10) 

F[x,jr, a, b, c) - o, V[x f y 9 a, b, c)' = o, ¥{x t y 9 a, b, c)"= o, 

si l'on désigne ces valeurs par P, Q, R, l'équation du problème sera 

? (P,Q,R) = o, 

qu'on voit être du second ordre. Les trois équations 

a — P, b=Q, e- = R 

donneront, en prenant les fonctions primes dans la supposition de a, 
b, c constantes, la même équation 

V= o 
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du troisième ordre, qui sera le résultat de l'élimination de a, b, c au 
moyen des trois équations précédentes, combinées avec l'équation 
tierce (n° 46, I rc Partie) 

F(*,r, a,b,c) m =o; 

par conséquent, on aura nécessairement 

P' = MV, Q'^NV, R'^LV, 

M, N, L étant des fonctions de a?*j,y et y sans y", de sorte qu'en pre- 
nant les fonctions primes de l'équation 

<p(P,Q,R) = o, 

on aura 

P'9'(P) + QV(QKR>'(R)=:o, 

savoir 

V[M ? '(P)4-N<p'(Q)4-L ? '(R)] = o, 

équation qui se partage naturellement dans ces deux-ci, 

■ V=o el M? # (P) + Nç'(Q)+Lç'(R)==o, 

| dont la première est du troisième ordre et dont la seconde n'est que 

du second. 

L'équation V= o a, comme nous l'avons déjà vu, pour équation pri- 
mitive complète l'équation même 

Y[x,y,a,b, c) = o 

de la courbe du contact, dans laquelle a, b, c sont les trois constantes 
arbitraires; mais, comme l'équation du problème 

<p(P,Q,R) = o 

n'est que du second ordre, il doit y avoir une relation entre ces trois 
constantes qui les réduise à deux arbitraires, et cette relation est 

donnée par l'équation 

<p(a, b 9 c) = o, 

qui résulte de la précédente, en substituant les valeurs de P, Q, R 
tirées des équations a = P, b = Q, c = R. 
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L'autre équation étant du second ordre, on pourra, par son moyen, 
éliminer la fonction y de l'équation 

<p(P,Q,R) = o, 

et la résultante sera une équation primitive de celle-ci du premier 
ordre, mais qui ne contiendra point de constante arbitraire. Cette équa- 
tion sera donc le résultat de l'élimination des quantités a, b 9 c et y, 
au moyen des équations 

F{x, y, a, b, c) = o, F[x,y, a, b, c)' = o, F [x, y, a, b,c)"=o 9 
y (a, b, c) = o et M<p'(a) -t-N<p'(é) -f-Lç'(c) = o. 

Or, en regardant a 9 b 9 c comme des fonctions de x 9 y, la fonction prime 
de F(x 9 y 9 a, b, c) sera 

F(*, y, a, b 9 c)' -+- a' F'(«) + fr' F(6) Hh c' F'(c), 

en dénotant simplement par F'(a), F'(6), F'(c) les fonctions primes de 
¥(x 9 y 9 a 9 b 9 c) prises relativement à a 9 b 9 c 9 regardées comme seules 
variables; donc les deux équations 

¥{x,y,a,b,c)=zo et F[x t y f a 9 b, c)' = o 

emporteront celle-ci : 

a' F'(fl) + b' F'(6) -+- c' F'(c) = o. 

De plus, la fonction prime de F(a?,j, a, b 9 c) f sera, par la même raison, 

F{x,y,a,b,c)"+a'F'{a)' + b'F'{b)'+c'F'[c)' 9 

en dénotant de même par F'(a)\ F'(ô)\ F'(c)' les fonctions primes de 
¥{x 9 y 9 a 9 b 9 c)' prises relativement à a, £, c, regardées comme seules 
variables; et, comme dans la formation de ces fonctions dérivées on re- 
garde les quantités a 9 b 9 c comme indépendantes de x ety 9 il est aisé 
de prouver, par les principes établis dans la V e Partie (n° 74), que les 
fonctions F'(a)', F'(6)VF'(c)' seront la même chose que les fonctions 
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primes des fonctions F(a), F'(&), F'(c), prises relativement a x et y. 
Donc les deux équations 

F[x,y, a, fr, c)'= o et ¥(x,y 9 a, b, c)"= o 
emporteront encore nécessairement cette autre-ci : 
a! F [a)' -h b' F'(6)' + c' F'(c)'= o. 
Si donc on combine les deux équations 

avec l'équation 

9'(«) + J 9 '(6) + |ç'(c) = o f 

qui résulte de f (a, i, c) = o, en prenant les fonctions primes, on aura, 

b' c' 
par l'élimination des quantités -7 et -p une équation en a, b 9 c et a\ 

j% y, sansy, laquelle sera équivalente à celle qu'on aurait déduite des 
deux équations 

¥(x,x 9 a,b,c)"=o et M 9» -h N <p'(6) 4- L<p'(c) = 

par l'élimination dey 7 . Ainsi, il n'y aura plus qu'à éliminer a, 6, c au 
moyen des équations 

¥(x 9 jr f a,b,c)z=o, F[x,y,a,b,c)'z=:o et <p(a, fc,c) =0, 

et le résultat final sera la même équation primitive du premier ordre 

de l'équation 

? (P,Q,R)=o, 

laquelle, ne contenant point, par sa nature, de constantes arbitraires, 
ne pourra être qu'une équation primitive singulière. 

En effet, si, pour simplifier la solution, on commence par tirer la 
valeur c de l'équation 
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et qu'on la représente par ty(a f b) 9 alors la solution se réduira à élimi- 
ner a, b et — entre les deux équations 

F|>,r, *, b, <p [a, b)] = o, F[.r, r , a, b, <|i [a, b)J = o 

et les deux équations primes de celles-ci, prises relativement à a et 
b seuls, et divisées par a\ procédé analogue à celui du n° 18. 

21. En général, si Ton a une équation en x 9 y et deux constantes ar- 
bitraires a et b, que nous représenterons par 

f{x,y,a,b)=o, 

en éliminant ces deux constantes par le moyen des deux équations dé- 
rivées 

f[x 9 y 9 a 9 b)' = o et f(* f r> a * b )*=°> 

on aura une équation du second ordre 

V=o, 

qui appartiendra à toutes les courbes représentées par l'équation 

f[X,y,a,b)=:o f 

en donnant a a et & des valeurs quelconques, et dont, par conséquent, 
celle-ci sera l'équation primitive complète. 

Donc elle appartiendra aussi à la courbe ou aux courbes formées par 
toutes ces courbes, et qui les envelopperont de manière qu'elles aient 
avec chacune d'elles un contact du second ordre, c'est-à-dire dans le- 
quel les y, y et y" soient les mêmes. Mais, les quantités a et b étant 
constantes .dans chaque courbe enveloppée et variables dans les 
courbes enveloppantes, pour que les y 9 y' ety" soient les mêmes dans 
les deux hypothèses, il faudra que les équations d'où elles dépendent 
soient aussi les mêmes. Or, dans la supposition de a et b variables, l'é- 
quation 

f[x y y 9 a,b) = o 
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donne l'équation prime 

/(*, r, «, *)' + *'/» + b'f'[b) = o ; 

donc, pour que cette équation se réduise à 

comme dans le cas de a et b constantes, il faudra que Ton ait 

«7» +*'/*(*) = o. 
De la même manière, l'équation 

f[x>y 9 a 9 b)' =o 
donne, dans le cas de a et b variables, cette équation dérivée 
/(*,r,M)"+«T(«)' + */W=o, 

laquelle ne peut se réduire à 

[x,y 9 a, b)" = o, 
comme dans le cas de a et b constantes, qu'en supposant 

a'f'[a)' + b'f'{b)' = o. 
Ayant ainsi les quatre équations 

/(*iri«,*) = o, f[*tr> a > b )' = °> 

/'(«K £/'(*) =o et /W+£/W = o, 

b' ' 
il n'y aura qu'à éliminera, b et — > et l'on aura une équation du pre- 
mier ordre entre a?, jet y, qui sera celle des courbes enveloppantes 
et qui sera en même temps l'équation primitive singulière de la même 
équation V= o. 

On voit par là comment la théorie des équations primitives singu- 
IX. 29 
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Hères peut s'étendre au second ordre et aux ordres supérieurs. On voit 
en même temps que ces équations représentent toujours des courbes 
enveloppantes et qui ont des contacts d'un ordre donné avec les 
courbes enveloppées, représentées par les équations primitives com- 
plètes, dans lesquelles les constantes arbitraires varient d'une courbe 
à l'autre. Ceci peut servir de supplément et de complément a la théorie 
des équations primitives exposée dans la première Partie (n° 60). 
Au reste, de même que les quatre équations ci-dessus 

f[*$r*<* f b) = o, f{x,y,a,b)' = o t 

/» + y/ f (*)=o. /'(«r+£/'(*) # =o 

donnent, par l'élimination de a, b et -7» une équation du premier 
ordre en a?, yety, ces équations donneront également, par l'élimina- 

h' 

tion de ces trois dernières quantités, une équation en a, b et -7 qui 

renfermera les relations que doivent avoir entre elles les deux va- 
riables a et b, d'où l'on voit que ces quantités, qui sont indépendantes 
entre elles dans chacune des courbes enveloppées, ne le sont plus 
lorsqu'elles se rapportent à la courbe enveloppante. On trouvera des 
résultats semblables pour les équations et les courbes des ordres supé- 
rieurs. 

22. Supposons qu'on demande la courbe qui aura dans chacun de 
ses points un contact du second ordre avec un cercle représenté par 

l'équation 

(*-a)»H-(j--*)»=c«, 

et dont les éléments du contact a, b, c aient entre eux la relation dé- 
terminée par l'équation 

9 (a, 6, c) = o. 

La marche naturelle pour résoudre ce problème serait de substituer 
dans cette équation les valeurs des éléments a, b 9 c trouvées plus haut 
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(n° II), ce qui donnerait une équation du second ordre, d'où il faudrait 
remonter à l'équation primitive. 

Mais, sans chercher cette équation du second ordre, on peut d'abord 
conclure, de ce que nous venons de démontrer, que l'on aura son équa- 
tion primitive complète en supposant les quantités a, b, c constantes, 
ce qui redonnera la même équation au cercle. On en conclura ensuite 
que la même équation admettra aussi une équation primitive singulière 
du premier ordre, qu'on obtiendra en faisant varier les quantités a, b, c 
de manière que les équations primes et secondes de l'équation au 
cercle soient les mêmes que si ces quantités étaient regardées comme 
constantes, et que cette équation primitive représentera alors la courbe 
ou les courbes formées par la réunion de tous les cercles représentés 
par la même équation, c'est-à-dire qui envelopperont ou embrasseront 
tous ces cercles. 

Cette équation sera donc, par les principes établis ci-dessus, le ré- 

b' c' 
sultat de l'élimination des quantités a, 6, cet 31 - entre les trois 

équations 

[x — a) 2 -h [y— bY — c 2 , x — a -f- y(y — b) = o, y (a, b, c) — o, 

et les équations primes de celles-ci, prises relativement aux seules va- 
riables a, b f c 9 savoir 

i b' . . x cc f b' . tf N b' ,, , , c ,, N 

* - a + -. (r- *) = -j-» « + -/ r = °- ? («) ■+■ -, ? '(*) + ^ ? l«0 -= «• 

Mais, comme cette équation en xety pourrait se présenter sous 
une forme assez compliquée, il sera plus simple de chercher à déter- 
1 miner les valeurs mêmes de x eiy par une troisième variable. 

I Pour cela, on éliminera d'abord y' au moyen des deux équations 

x — a -t-y'iy — b) = et 14-— y=o; 
on aura celle-ci, 
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qui, étant combinée avec la première, 

(* — «)»+(>■ — *)»=c» f 
donnera sur-le-champ 

ca! , cb' 



De plus, si l'on substitue ces mêmes valeurs de xety dans l'équation 



4', .. ce' 



on aura celle-ci, 



c'=Ja!*-hb"*, 
laquelle, étant combinée avec l'équation 

donnée par le problème, servira à déterminer deux des trois variables 
a, b, c par la troisième, moyennant quoi les valeurs de x ety seront 
aussi exprimées par cette seule variable. 

23. Comme les quantités a et b sont les coordonnées de la courbe 
qui est le lieu de tous les centres des cercles osculateurs (n° 9), si Ton 
suppose cette courbe donnée, on aura une équation entre a et b par 
laquelle on pourra déterminer b en a. Soit donc 

* = ?(«); 
on aura 



b'=zaf<f'[a) 9 et de là c' = a')Ji -t- (.?'( <*)]*• 



Ainsi, en désignant par A la fonction primitive de a'yJi-+-[<f'{a)Y, on 
aura 

h étant une constante arbitraire; ces valeurs de b et c étant substituées 
dans les expressions de x, y, on aura la courbe cherchée. 
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Nous remarquerons maintenant que, quelle que soit la courbe des 
centres, l'équation 



c'=s/a"*+b" 2 

fait voir que le rayon c est égal à Tare de cette courbe (voir ci-après 
le n° 29), de sorte que, si Ton nomme s cet arc, on aura 

c = s-t- A. 

Nous remarquerons, de plus, que le rayon c sera nécessairement 
tangent à la même courbe, car l'angle que la tangente de cette courbe 

V 
fait avec l'axe a pour tangente la quantité —, (n° 7), et, comme le rayon 

du cercle osculateur est perpendiculaire à la courbe dont les coor- 
données sonta? etj(n° 8), la tangente de l'angle qu'il fait avec l'axe 

sera (n° 7) -, = -p en vertu de l'équation i -j — =7- = o, et par con- 
séquent la même que celle de la tangente à la courbe. 

Mais, quoique cette propriété soit démontrée de cette manière, il est 
bon de faire voir qu'elle est une conséquence nécessaire de l'analyse 
employée dans la solution de la question. Pour cela, nous reprendrons 
les deux premières équations 

(x — «) 2 h-(/— b) 2 = c* et *• — a+/[y— b) = 0, 
lesquelles donnent 

a = x ' et 6 = /-t- 



et nous observerons que ces expressions de a et b peuvent représenter 
à la fois les coordonnées de la perpendiculaire a la courbe dont x et y 
sont les coordonnées, en regardante ety comme constantes et c comme 
une variable, ainsi qu'on l'a vu dans le n° 8, et les coordonnées de la 
courbe des centres, en regardant x ety comme variables et c comme 
donnée en x ety (n° 9). 

Donc la perpendiculaire dont il s'agit sera tangente de cette dernière 
courbe si la fonction prime de b 9 regardée comme fonction de a, est 
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la même pour la droite et pour la courbe (n° 10), ou, en général, si 
les valeurs de ci et de b\ regardées comme fonctions d'une troisième 

variable, sont les mêmes, et par conséquent aussi, si les valeurs de —, 
et -7 sont les mêmes, soit que les quantités x et y soient traitées 

comme variables ou non, c'est-a-dire si dans ces valeurs les parties 
dépendantes des variations de x et y sont nulles; or c'est ce qui a lieu 
en effet, comme on le voit par les équations de l'article précédent, 



d{x — a)-\-V{y — h) = cc' et a'+b'y'=o, 

t à 
primes de 



qui servent à la détermination de — et de -p et qui sont les équations 

c c 



[x — a) 2 -h [y— b) 2 = c 2 et x -\- a — y' [y— b) = o, 

en y traitant x et y comme constantes, et a, b comme seules va- 
riables. 

Donc, puisque le rayon osculateur d'une courbe est partout tangent 
à la courbe des centres et est en même temps égal à l'arc de cette 
courbe, il s'ensuit qu'il peut être pris pour ce même arc étendu en 
ligne droite, et qu'ainsi toute courbe peut être regardée comme formée 
par le développement de celle qui est le lieu des centres des cercles 
osculateurs. C'est en quoi consiste la théorie des développées d'Huygens, 
qui n'avait été démontrée que par des considérations géométriques. 
L'analyse précédente fournit en même temps l'explication d'un para- 
doxe qui se présente lorsqu'on cherche, par les formules connues, la 
courbe formée par le développement d'une courbe donnée. 

Si l'on substitue dans l'équation de cette courbe les expressions de 
ses coordonnées- a et b en x 9 y,y et y", on a évidemment une équation 
du second ordre, d'où il parait s'ensuivre que l'équation en x et y de 
la courbe cherchée devrait contenir deux constantes arbitraires, tandis 
que la génération de cette courbe par le développement de la courbe 
donnée n'admet qu'une seule constante arbitraire dépendant du point 
où commence le développement. 
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La raison de cette différence consiste, comme nous venons de le dé- 
montrer, en ce que l'équation de la courbe engendrée par le dévelop- 
pement est proprement l'équation primitive complète d'une équation 
du premier ordre qui n'est elle-même que l'équation primitive singu- 
lière de l'équation du second ordre, donnée par les conditions du pro- 
blème et qui, par sa nature, ne peut point avoir de constante arbi- 
traire, de sorte qu'il ne peut y avoir qu'une constante arbitraire, à 
raison de la première équation primitive. 
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CHAPITRE V. 

DES PLUS GRANDES ET DES MOINDRES VALEURS DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 



24. Il y a un genre de questions qui, quoique indépendantes de la 
considération des tangentes, peuvent néanmoins s'y rapporter: ce sont 
celles qu'on appelle de maximis et mininus f et qui consistent à trouver, 
pour une fonction donnée d'une variable, la valeur de cette variable 
qui rend celle de la fonction la plus grande ou la plus petite. Comme 
les courbes ne sont que la représentation ou le tableau de toutes les va- 
leurs de la fonction de l'abscisse, représentée par l'ordonnée, il est vi- 
sible que la question de trouver la plus grande ou la plus petite valeur 
d'une fonction donnée d'une variable revient à déterminer la plus 
grande ou la plus petite ordonnée de la courbe dont cette variable se- 
rait l'abscisse et la fonction donnée serait l'ordonnée. 

Or l'inspection seule de la courbe suffît pour faire voir que ces or- 
données ne peuvent être que celles qui répondent aux points dont les 
tangentes seront parallèles à l'axe des abscisses. Si la courbe est con- 
vexe à l'axe, l'ordonnée sera alors évidemment un minimum, et, si la 
courbe est concave, l'ordonnée est un maximum. 

Nous avons vu (n° 7) que la tangente de l'angle que la tangente 
d'une courbe fait avec l'axe est exprimée en général par y, y étant 
l'ordonnée que l'on suppose fonction de l'abscisse x; donc, pour que 
cette tangente devienne parallèle a l'axe, il faut que l'on aity=o; 
or, si l'on fait y= o dans les expressions des coordonnées a et b 
(n° 9), qui déterminent le lieu du centre du cercle osculateur, on a 
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d'où Ton voit que, si y est une quantité positive, ce centre tombera 
au delà de la courbe, qui sera par conséquent convexe vers Taxe, et 
que, si y est une quantité négative, le même centre tombera en deçà 
de la courbe, c'est-à-dire du côté de Taxe, et que, par conséquent, la 
courbe sera alors concave vers l'axe. Donc, la fonction y sera un maxi- 
mum ou un minimum lorsque sa fonction prime y sera nulle, et, en 
particulier, elle sera un minimum lorsque la fonction seconde y" sera 
eh même temps une quantité positive, et un maximum lorsque y sera 
une quantité négative: c'est en quoi consiste la méthode connue de 
maximis et minimis. 

25. Mais il n'est pas inutile de faire voir comment cette méthode 
peut se déduire directement de l'analyse des fonctions sans la consi- 
dération intermédiaire des courbes. 

Soit f{x) la fonction de x dont on demande le maximum ou le 
minimum. Soit a la valeur de x qui répond au maximum ou au mi- 
nimum; il faudra que la valeur de /(a) soit toujours plus grande ou 
toujours moindre que la valeur de f{a -\-i) 9 quelle que soit la quan- 
tité i, positive ou négative, et quelque petite qu'elle puisse être. Je 
dis quelque petite que la quantité i puisse être, car une quantité est 
censée devenir un maximum ou un minimum lorsqu'elle parvient au 
terme de son accroissement ou de sa diminution, de manière qu'en 
deçà et au delà de ce terme elle se trouve moindre dans le cas du 
maximum ou plus grande dans le cas du minimum que dans le même 
terme. Concevons a? à la place de a ; la condition du maximum sera 

/(V+0 </(*)» OU /(*-W)-/(*)<o, 

et celle du minimum sera 

/(* + ')>/(*■). ou /(*+0 -/(*)> °. 

quelque petit que soit **, positif ou négatif. 

Développons la fonction /(x -+- i) en série par nos formules (n° 40, 
I re Partie), et arrêtons-nous d'abord aux deux premiers termes; on 
IX 3o 
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aura ainsi 

f[x 4- 1) =/(*) + if[x) + ^/V + ./). 

y étant une quantité renfermée entre les limites o et i. Il faudra donc 
que l'on ait 

l'a 
//'(jt)h — j"{x -hj) <o pour le maximum el> o pour le minimum. 

Or nous avons déjà vu (n° 3) que Ton peut prendre i assez petit 
pour que la valeur absolue du terme if\x) soit plus grande que celle 

du terme —f{x-\-j) % ce qui étant vrai pour une valeur de i aura 

lieu aussi pour toutes les valeurs de i plus petites; donc la quantité 

deviendra alors positive ou négative, suivant que la quantité if{x) le 
sera. Mais celle-ci change de signe avec la quantité i; donc il sera 
impossible que la condition du maximum ou du minimum ait lieu, à 
moins que Ton n'ait/'(#) — o. 

Prenons maintenant dans le développement de f(x + «) un terme 
de plus; nous aurons 

donc, à cause de /'(a?) = o, il faudra que Ton ait 

i 2 i 3 

—f"[ x ) H %S m [ x +i)<° pour le maximum ei >o pour le minimum. 

On peut aussi prendre i assez petit pour que la valeur absolue du 
terme —f{x) soit plus grande que celle de — */*(&+j)t a ' ors ' a 
quantité 



sera positive ou négative, suivant que celle de —f"{x) le sera. Donc, 
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puisque la valeur de i 2 est toujours positive, il faudra que Ton ait 

f[x) <o pour le maximum el/"(.r)>o pour le minimum. 

Si Ton fait/*(a?) = o, alors, reprenant le développement de f{x + i j 
et employant un terme de plus, on aurait 

f{x + i) =/(*) -h //'(*) + £/"(*) + ^/"(*) + î^/"(* +./}.• 

donc, puisqu'on suppose /'(.r) = o et/*(a?) = o f on aurait pour le 
maximum la condition 

^*> + dn? / " ( * + - /,<0 ' 

et pour le minimum la condition opposée. Or on peut prendre i assez 
petit pour que la valeur absolue du terme — »f"[x) surpasse celle du 
terme — T7f lw ( x '+~j) m > a ^ ors k valeur de 



sera positive ou négative, suivant celle de — =f"(x). Mais celle-ci 

change de signe avec la quantité i ; donc il sera impossible que la 
condition du maximum ou du minimum ait lieu, à moins qu'on n'ait 
/•(*) = o. 

Employons encore le terme suivant dans le développement de 
/(.r-hi) ; on aura 

/(* + /)=fl*) + ,7^ 

et les conditions du minimum ou du maximum deviendront 

i /,T( * 1+ ^^^ + ^ <oou>o ' 

à cause àef(x) = o 9 f(x) = o etf"(x) = o.On prouvera ici, comme 
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plus haut, que Ton pourra prendre i assez petit pour que le terme af- 
fecté de i\ pris absolument, c'est-à-dire abstraction faite du signe, 
devienne plus grand que l'autre terme affecté de i 5 , et que, par con- 
séquent, la somme des deux termes soit nécessairement positive ou 

négative, selon que le terme f f ls { x ) I e sera - D'où il est aisé de 

conclure, à cause que i* est toujours une quantité positive, qu'il fau- 
dra que l'on ait 

f ty [x) <o pour le maximum el /"(#)> o pour le minimum, 

et ainsi de suite. 

26. Donc, en général, si y est une fonction quelconque de x, on 
aura d'abord, pour le maximum ou le minimum, la condition y =o, 
laquelle donnera la valeur de x, ensuite y <o ou >o, ce qui s'ac- 
corde avec ce que nous avons trouvé ci-dessus (n° 24). Mais nous ve- 
nons de trouver de plus que, si y= o, il faudra que l'on ait aussi 
en même temps y=o, ensuite 

< y ,T <o pour le maximum el j ,? >o pour le minimum; 

et ainsi de suite. En général, si une fonction dérivée d'un ordre quel- 
conque pair disparaît, il faudra que la fonction de l'ordre impair sui- 
vant disparaisse aussi, et que la suivante de l'ordre pair soit négative 
pour le maximum et positive pour le minimum. 
Si la fonction y n'est donnée que par une équation 

il n'y aura qu'à prendre l'équation prime 

F'(*)+/F'( r ) = o, 
et faire y = o, ce qui la réduira à celle-ci, 

F'(*) = °, 
laquelle, combinée avec F(x,y) = o 9 servira à déterminer les valeurs 



Digitized by 



Google 



I 



SECONDE PARTIE. - CHAPITRE V. 237 

de x et y répondant au maximum ou au minimum. Ensuite on prendra 
l'équation seconde, et, faisant de même y = o, on aura. la valeur 
dey, dans laquelle on substituera les valeurs trouvées de x et y, et 
Ton pourra juger, par cette valeur, du maximum ou du minimum ; et 
ainsi de suite. 

Si la fonctiony ou f\x) devenait infinie, c'est-à-dire si - Jt = o, ce 

serait une marque que le développement def(x-hi) contiendrait, pour 
la valeur trouvée de x, un terme de la forme A*'", m étant entre i et 2 
(n° 30, I re Partie); et, en considérant la courbe de l'équation y =f(x), 
on pourrait connaître, par la forme de son cours dans le point donné, 
si la fonction y est un maximum ou un minimum (n° 24). On pour- 
rait même donner pour cela des règles générales, mais qui nous écar- 
teraient trop de notre objet. 

Nous ne nous arrêterons pas à donner des exemples des règles pré- 
cédentes pour la détermination des maxima et minirtia; comme elles 
s'accordent en tout avec celles que l'on connaît d'après le Calcul dif- 
férentiel, on pourra en faire les mêmes applications. Il n'y aura qu'à 
changer les symboles 



7', f> f, ... en -y-, 



dy d*r d*y 



> tt^p 



dx dx 2 dx* 
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CHAPITRE VI. 



DE LA MESURE DES AIRES ET DE LA LONGUEUR DES ARCS DANS LES COURBES PLANES. 
DE LA MESURE DES SOLIDITÉS ET DE CELLE DES SURFACES DES CONOIDES. 
PRINCIPE GÉNÉRAL DE LA SOLUTION ANALYTIQUE DE CES QUESTIONS. 



27. Je viens maintenant à la détermination des aires des courbes, 
qu'on appelle communément quadrature des courbes. Considérons, en 
général, la courbe représentée par l'équation 

y étant l'ordonnée rectangulaire correspondante à l'abscisse x 9 dont 
elle est une fonction donnée. L'espace terminé par cette courbe, par 
Taxe des abscisses et par une ordonnée quelconque y sera donc aussi 
déterminé par une fonction de la même abscisse x 9 que nous désigne- 
rons par F (a?). Supposons que x deviennes -+- i; cette fonction deviendra 
F (#-+-*), et il est clair que F(a?-f- *") — F(x) sera alors la portion de 
l'espace correspondante à la partie i de l'axe et terminée par les deux 
ordonnées f(x) etf(x-\-i) répondantes aux abscisses x etx + i. Or, 
quelle que soit la courbe proposée, il est aisé de se convaincre, même 
sans figure, que, si les ordonnées vont en augmentant ou en dimi- 
nuant depuis f{x) jusqu'à f(x-\-i) 9 l'espace dont il s'agit sera, dans 
le premier cas, plus grand que l'espace rectangulaire î/(x) et moindre 
que l'espace rectangulaire i/(x-\-i) 9 et, dans le second cas, plus grand 
que ce dernier et moindre que le premier. Donc il sera toujours né- 
cessairement renfermé entre ces limites if(x) et if{x-\- i), lesquelles 
seront, par conséquent, les limites de la quantité F (a? -+-*) — Y{x) qui 
doit représenter ce même espace. 
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Développons les fonctions/^-*-*) et F (a? -m) suivant notre formule 
(n° 40, I ,e Partie), et arrêtons-nous au premier terme pour la pre- 
mière et aux deux premiers pour la seconde; on aura 

fl* + i)=f(*) + if'{*+j) 
et 

F(* -4- 1) = F(*) -h i ¥'{*) -h - F"(* +j), 



où y est une quantité indéterminée qui peut n'être pas la même pour 
les deux fonctions, mais qui doit toujours être renfermée entre les li- 
mites o et *. Il faudra donc que la fonction ¥(œ) soit telle que la quan- 

titéiF'(a?)H — F"(#4-y) soit renfermée entre les limites if(x) et 

if{x)-*-i 2 f'{x+j), quelle que soit la valeur de /, et par conséquent 
en prenant i aussi petit qu'on voudra. Or, l'intervalle entre les deux 
limites étant i*f{x-\-j), la différence de la quantité dont il s'agit et 
de Tune des limites, savoir 

i [F'(*) -/(*)] + £ F[x+j), 

devra être moindre que Pf(x+j)> abstraction faite des signes de ces 
quantités. Mais il est aisé de prouver que cette condition ne peut avoir 
lieu pour une valeur de i aussi petite qu'on voudra, à moins que le 
terme affecté de i ne disparaisse ; car autrement on pourra toujours 
prendre «tel que la première quantité soit plus grande que la seconde, 

puisqu'il suffira que i soit plus petit que j, — . _ f— -> On 

aura donc nécessairement 

¥'[*) = f[x) 9 

et cette condition suffira pour la détermination de la fonction F(a?) f 
puisque l'on voit qu'elle ne sera autre chose que la fonction primitive 

de A*). 

Donc, en général, la fonction prime de la fonction qui exprime 
l'aire d'une courbe par l'abscisse est la fonction qui représente l'or- 
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donnée de cette courbe, et, réciproquement, la fonction qui exprime 
Taire ne peut être que la fonction primitive de celle qui exprime 
l'ordonnée. Ainsi, l'équation d'une courbe étant donnée, pour avoir 
l'expression de l'aire, c'est-à-dire la quadrature de la courbe, il n'y 
aura qu'à chercher la fonction primitive de celle qui représente l'or- 
donnée, et l'on pourra ajouter à cette fonction primitive une constante 
arbitraire (n° 49, I re Partie), qu'on déterminera par la condition que 
l'expression de Taire devienne nulle au point où Ton voudra la faire 
commencer. 

Nous avons supposé, dans l'analyse précédente, que les ordonnées 
allaient en augmentant ou en diminuant depuis/(a?) jusqu'à/(a?H-ï): 
cette condition n'aurait pas lieu s'il y avait entre ces deux ordonnées 
un maximum ou un minimum; mais, comme on peut prendre l'inter- 
valle * aussi petit que Ton veut, il est clair qu'on pourra toujours 
faire tomber la seconde ordonnée /(x 4-1) en deçà du maximum ou du 
minimum, et que, par conséquent, la conclusion que nous en avons 
tirée demeurera toujours la même. 

Si la fonction /(x) exprimait Taire de la section d'un solide faite 
perpendiculairement à l'abscisse x, on prouverait de la même manière 
que la solidité serait exprimée par la fonction primitive def(x). Car, 
désignant par ¥(x) la solidité, la différence ¥{x h- 1) -— ¥(x) exprime- 
rait la portion du solide comprise entre les deux sections /(a; -4- 1) et 
f{x), et cette portion serait nécessairement intermédiaire entre les 
deux solides prismatiques i/(x) et i/(x -+- 1), en prenant la quantité i 
aussi petite qu'on voudrait; d'où Ton conclurait, comme ci-dessus, 

F(*) =/{*)• 

Ainsi, en faisant tourner une courbe autour de Taxe des x, on a un 
conoïde dont la section perpendiculaire à Taxe et répondante à l'ab- 
scisse x est un cercle du rayon y et dont Taire est — > où t. est la cir- 
conférence du cercle dont le rayon — 1. Or, par la nature de la courbe, 
on ny=f(x); donc Taire de la section sera £~[/(^)]% et la solidité 
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F(x) du conoïde sera donnée par la fonction prime 

F'(*) = 4 *[/(*)]*. 

28. Le problème de la quadrature des courbes est, comme Ton voit, 
le problème le plus simple de l'analyse inverse des fonctions, puisqu'il 
ne consiste qu'à trouver la fonction primitive d'une fonction donnée. 
Nous avons indiqué dans la première Partie (chap. VIII) les moyens 
par lesquels on peut faciliter cette recherche; nous ajouterons ici une 
observation essentielle. 

Comme il est souvent avantageux de substituer d'autres variables a 
la place de celle qui entre dans la fonction, pour simplifier ou décom- 
poser cette fonction en d'autres plus simples, il ne faudra pas oublier 
alors de multiplier la fonction dont il s'agit par la fonction prime de sa 
variable. En effet, nommant u l'aire de la courbe dont y est l'ordonnée, 
et regardant y et u comme fonctions de a;, nous venons de voir que l'on 
a u'=y ; mais, si l'on suppose x fonction d'une autre variable, et qu'on 
désigne par x' et u' les fonctions primes de x et u prises relativement 

à cette nouvelle variable, il faudra substituer — à la place de u! (n° 50, 

I re Partie), ce qui donnera u' =yx'\ et ainsi des autres formules sem- 
blables. 

Au reste, comme, suivant le Calcul différentiel, u! est équivalent à -t-> 

l'équation w'=y donne 

du=jrdx, 

et, intégrant, 

"— fr dx > 

formule connue pour la quadrature des courbes. 

29. Après le problème de la quadrature des courbes, se présente na- 
turellement celui de leur rectification, c'est-à-dire de la détermination 
de la longueur même de la courbe. 

Nous partirons, pour la solution de ce problème, du principe d'Ar- 
chimède, adopté par tous les géomètres anciens et modernes, suivant 
IX. 3i 
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lequel, deux lignes courbes ou composées de droites ayant leurs conca- 
vités tournées du même côté et les mêmes extrémités, celle qui ren- 
ferme l'autre est la plus longue, d'où il suit qu'un arc de courbe tout 
concave du même côté est plus grand que sa corde et en même temps 
moindre que la somme des deux tangentes menées aux deux extrémités 
de l'arc et comprises entre ces extrémités et leur point d'intersection. 
De là on peut tirer cette autre conséquence que la longueur du même 
arc se trouvera comprise entre celles des deux tangentes menées à ses 
deux extrémités et terminées aux deux ordonnées qui répondent à ses 
extrémités, prolongées, s'il le faut, au delà de la courbe. 

En effet, ayant mené la corde qui joindra les deux extrémités de 
l'arc, il est aisé de voir que l'une des deux tangentes rencontrera les 
ordonnées parallèles sous un angle plus aigu que la corde et que l'autre 
les rencontrera sous un angle moins aigu, et que, par conséquent, la 
corde sera moindre que la première de ces tangentes et plus longue 
que la seconde; donc celle-ci sera, à plus forte raison, moifidre que 
l'arc de la courbe. De plus, si l'on considère les deux triangles opposés 
au sommet et formés par l'intersection des deux tangentes, il est vi- 
sible que les deux parties de la première tangente seront respective- 
ment plus longues que celles de la seconde, parce que les côtés formés 
par ces parties-là se trouvent opposés à des angles plus grands que les 
côtés formés par celles-ci. Donc la première tangente entière sera plus 
longue que la somme des deux portions de tangentes comprises entre 
leur point d'intersection et les extrémités de l'arc. Donc elle sera aussi 
plus longue que l'arc. 

Cela posé, f{x) étant l'ordonnée qui répond à l'abscisse x,f'(x) sera 
;n°7) la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la courbe à 
l'extrémité de cette ordonnée est inclinée à l'axe des abscisses; par con- 
séquent, if\x) sera la partie de l'ordonnée/(^c -h i), prolongée s'il est 
nécessaire, comprise entre la tangente et une parallèle à l'axe menée 
par l'extrémité de l'ordonnée /(a:); donc 



^/ a -hfi>'i*iJ a = 'V« + [/'(*)? 
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sera la partie de cette tangente comprise entre les deux ordonnées, 
éloignées Tune de l'autre de l'intervalle i. De la même manière, on 
aura f'ix 4- i) pour la tangente de l'angle sous lequel la tangente de la 
courbe a l'extrémité de l'ordonnée/"^ -»- i) est inclinée à l'axe, et l'on 
trouvera 



*V«- 



'[/T* + '5? 



pour la partie de cette tangente comprise entre les mêmes ordonnées 

f{x)*\f{x + i). 

Soit, pour plus de simplicité, 



?» = \/' + L/»P; 

on aura 19(3?) et i <p(.r -+- 1) pour les deux tangentes menées aux deux 
extrémités de l'arc de la courbe compris entre les ordonnées f(x) et 
f[x-\-i) et terminées à ces mêmes ordonnées; donc la longueur de cet 
arc devra être renfermée entre les deux quantités iç(.r) et iç(a?-+- *), 
en donnant à 1 une valeur aussi petite qu'on voudra. Donc, si <P(x) est 
la fonction de a? qui exprime Tare de la courbe, il faudra que la quan- 
tité $(o?.-h 1) — *(a?) f expression de l'arc compris entre les ordonnées 
/(a?) et/(o7 -+- 1), soit comprise entre ces deux-ci, i<p(x) et « o(x -+- i), 
quelque petit que soit i 9 d'où, par un raisonnement semblable à celui 
du n° 27, on conclura 

*'(*) = 9 (#). 

Donc, pour avoir la longueur indéfinie de la courbe, il faudra chercher 
la fonction primitive de la fonction <p (<*■), ou \/i -h [/'(#)]*» et, comme 
on peut ajouter une constante arbitraire a la fonction primitive, il fau- 
dra déterminer cette constante de manière que l'expression de l'arc 
s'évanouisse au point où l'on voudra le faire commencer. 

Donc, si l'on nomme s l'arc de la courbe dont les coordonnées sont.r 
et j, on aura, en regardant^ et s comme fonctions de x> à cause de 
/[•r)=y 9 f'{x)=y, l'équation 



S'= )/l-h/' 
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et, si x et y étaient données en fonction d'une autre variable, comme /, 

alors, en désignant par x\ y, $' les fonctions primes relativement à 

y' s' 
cette variable, il faudrait substituer ^ et -7 à la place de y et s 

(n° 28), ce qui donnerait cette équation 



entre les coordonnées et Tare. 

Suivant le Calcul différentiel, les fonctions dérivées s' et y seraient 

• . ds . dy . ,,, 

exprimées par -r- et —-•> et 1 équation 



deviendrait 

ds = yjdx* 4- dy 1 , 

formule connue des rectifications. 

30. Si Ton imagine que la courbe proposée, tournant autour de Taxe 
des abscisses, engendre un conoïde, il est visible que les deux ordon- 
nées/^) et /(a? 4-1) décriront en même temps deux cercles dont ces 
coordonnées seront les rayons, que l'arc de la courbe compris entre ces 
deux coordonnées décrira une zone conoïdique, et que les deux tan- 
gentes menées aux extrémités de cet arc décriront des zones coniques. 

Mais, quoique Tune de ces deux tangentes soit toujours plus grande 
et l'autre plus petite que la longueur de l'arc, comme nous venons de 
le démontrer, néanmoins, comme elles tombent toutes les deux du 
même côté de l'arc, il est possible que les zones coniques qu'elles dé- 
crivent soient à la fois plus grandes ou plus petites que la zone conoï- 
dique décrite par l'arc. Pour éviter cet inconvénient, il n'y a qu'à 
transporter parallèlement à elle-même la seconde tangente, qui répond 
à l'extrémité de l'ordonnée/(^r + *'), de manière que le point où cette 
tangente est terminée par la première ordonnée /(a?) tombe a l'extré- 
mité de cette ordonnée et devienne sécante de la courbe. Alors cette 
sécante et la tangente au même point tomberont l'une d'un côté et . 
l'autre de l'autre côté de l'arc, et même la plus longue tombera tou- 
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jours en dehors et la plus courte en dedans de l'arc, comme il est 
facile de s'en convaincre par la construction , de sorte que la zone co- 
noïdique décrite par l'arc se trouvera nécessairement renfermée entre 
les zones coniques décrites par la tangente ïç(jc) et par la sécante 

Or on sait, par la Géométrie, que la surface convexe -d'un cône 
tronqué est égale à son côté multiplié par la demi-somme des circon- 
férences des deux bases. Donc, si Ton désigne par « la circonférence 
du cercle dont le rayon =i, la surface de la zone conique décrite 
par la tangente iç(a?)sera 



??(*)[/(*) + ï/'(*)]ir, 



puisque les rayons des deux bases sont l'un /(rr) et l'autre /{&)+ if{*)* 
et la surface de l'autre zone décrite par la tangente ou sécante iç(a?-n") 
sera 

car il est facile de voir que les rayons des bases de ce tronc de cône 
seront/(.r) eif{x) + if'{x+-i). 

Si donc on désigne par <b{x) la fonction de l'abscisse x qui exprime 
la surface du conoïde, il est clair que la zone conoïde sera exprimée 
par la différence $(a?-hi) — $(a?) et que cette différence devra être 
renfermée entre les deux, quantités " 

i'iT9(*)[/(x) + !/(*)] et i*l(x + i)[f(x) + if(x + i)]> 

en donnant à i une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra, 
d'où l'on pourra conclure, par un raisonnement analogue à celui du 
n° 27, que cette condition ne pourra avoir lieu, à moins que l'on n'ait 



*'(*) = ir9(*)/(*)=ir/(*)^i -4- L/Vjp. 
Donc on aura la surface du conoïde proposé en prenant la fonction pri- 
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mitive de la fonction 



*/i*)v^H7V7F ou îrr^i+A 

31. En général, supposons que Ton cherche la fonction ¥(x) par 
cette condition que la différence ¥(x -h i) — F (a?) doive être renfermée 
entre les deux quantités i/(x 9 i) et iy(x 9 i),fet <p dénotant des fonc- 
tions données de x et i telles qu'en faisant i = o on v\lf{x) = <?(#), et 
que cette condition doive avoir lieu en donnant a i une valeur quel- 
conque aussi petite qu'on voudra. 

En employant notre théorème, on réduira la fonction Y(x-hi) à 

F (*) + i t'(*) + Çfv+/}. 

et les fonctions/(#, /), ç(a? f i) à 

la quantité/ étant indéterminée, mais compose entre les limites o 
et i f et pouvant être différente dans les différentes fonctions; les fonc- 
tions dérivées marquées par F', F" se rapportent à la variable a?, et 
les fonctions dérivées marquées par/', 9' se rapportent à la variable 1. 
Donc, puisqu'on suppose /(a?) = ?(#), la condition dont il s'agit se 

réduira à faire en sorte que la quantité i¥\x)-\ — ¥"(x-\-j) soit com- 
prise entre les deux quantités if(x) + i*f'(x,j) et */{&)+- i*<f'{x*j)* 
quelque petite que puisse être la valeur de i. Donc il faudra que la 
différence 

i[F'(*) -/(*)] + f[i ï»[x +j) _/(*, y)] 

ne soit jamais plus grande que la différence 

mais, tant que le terme multiplié par la première puissance de i ne sera 
pas nul, on pourra toujours prendre i assez petit pour que la première 
(juantité devienne plus grande que la seconde, car il suffira pour cela 

de prendre i moindre que la quantité -7- .; T»,, — =7* abstraction 
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faite du signe de cette quantité. Donc la condition proposée emporte 
nécessairement celle-ci, 

¥'[x) —f[x\ =o f et par conséquent F'(.rj =f\jc\ 

c'est-à-dire que la fonction cherchée ¥(x) devra être la fonction pri- 
mitive de/(o7), et, pour avoir la valeur complète de F(a?) f il faudra y 
ajouter une constante arbitraire, que l'on déterminera par les condi- 
tions de la question. 



y 
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CHAPITRE VIL 



THEORIE DU CONTACT DES COURBES A DOUBLE COURBURE. DU RAYON OSCILLATEUR, 
DES CENTRES DE COURBURE ET DU LIEU DE CES CENTRES. DES DÉVELOPPÉES DES 
COURBES A DOUBLE COURBURE. QUADRATURE ET RECTIFICATION DE CES COURBES. 



32. Les courbes planes appartiennent à la Géométrie de deux dimen- 
sions et dépendent, par conséquent, que de deux coordonnées. Les 
courbes à double courbure doivent appartenir à la Géométrie de trois 
dimensions, puisqu'elles ne peuvent être tracées que sur la surface 
des corps solides; aussi dépendent-elles de trois coordonnées perpen- 
diculaires entre elles, dont deux sont fonctions de la troisième, de 
sorte qu'elles ne peuvent être représentées que par deux équations 
entre trois indéterminées. 

Soient donc, pour une courbe quelconque à double courbure, 

a;, y, z étant Jes trois coordonnées rectangulaires. Soient de même, 
pour une autre courbe donnée* 

q = F[p), r=*(p), 

p, q, r étant pareillement ses trois coordonnées rapportées aux mêmes 
axes que les précédentes. Si l'on veut que ces deux courbes aient un 
point commun pour l'abscisse #, il faudra qu'en faisant p = x on ait 
aussi • 

q—r el r=z; 
donc 

j- = F(*) et s = *(jt). 
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Pour un autre point quelconque répondant à l'abscisse x 4-1, les or- 
données y et z seront /(x + i) 9 ç(a? + i), et les ordonnées q, r seront 
F(a?-+-*), *(a? + i); et, faisant, pour abréger, 

d=f{x -+-i) — F(.r + /), d=?(jc-hi) — #(.r -+-/), 

il est facile de concevoir que la distance D entre les points des deux 
courbes qui répondent à la même abscisse a? -f-i sera exprimée par 



De là, par une analyse semblable à celle qui a été développée au com- 
mencement de cette deuxième Partie, on prouvera que* s\f'(x) = ¥'(x) 9 
ç'(a?) = $'(#), il sera impossible qu'aucune autre courbe donnée qui 
ne satisferait pas aux mêmes conditions puisse passer entre les deux 
courbes dont il s'agit. 
Si l'on avait de plus 

f[x) = ¥'[*) et ç*(*) =*"(*). 

on prouverait de la même manière qu'aucune autre courbe pour la- 
quelle ces équations n'auraient pas lieu ne pourrait passer entre les 
mêmes courbes; et ainsi de suite. 

Ainsi, en appliquant aux courbes à double courbure les mêmes 
notions des différents ordres de contact des courbes ordinaires, on en 
conclura que les deux premières conditions détermineront un contact 
du premier ordre, que les deux suivantes détermineront un contact du 
second ordre ; et ainsi de suite. 

En général, en nommant x, y, z les coordonnées d'une courbe pro- 
posée et p, q, r les coordonnées de la courbe donnée, pour laquelle 
on demande les conditions du contact d'un ordre donné avec la courbe 

proposée, si 

F(/>, q, r)=o et $(/>, q, r) = o 

sont les deux équations de la courbe donnée, on aura, pour un contact 
IX. 3* 
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du premier ordre, les quatre équations 

F(* f y, z)=o, F[x 9 y 9 z)' =o, 
$(x 9 y,z) = o, $[x,y 9 z)' = o\ 

pour un contact du second ordre, on aura de plus les deux équations 

F(x 9 y, z)" = o % Q[x 9 y,z)* = o f 

et ainsi de suite, en regardant, dans ces fonctions dérivées, y et z 
comme fonctions de x. On satisfera à ces équations par le moyen des 
constantes arbitraires a 9 b, c, . . . , qui entreront dans les fonctions 
données F(/>, q 9 r) et y(p, q, r), et qu'on pourra appeler, comme ci- 
dessus (n° 10), éléments du contact, lorsqu'elles seront déterminées en 
fonction de x 9 y, z 9 y, z\ .... 

33. Prenons pour la courhe donnée une ligne droite déterminée par 

les deux équations 

qz=a-\-bp 9 r=c-hdp; 

pour qu'elle ait un contact du premier ordre, c'est-à-dire pour qu'elle 
soit tangente d'une courbe quelconque proposée et rapportée aux 
coordonnées x 9 y 9 z 9 on aura ces quatre équations 

y=a+ bx 9 z = c -h dx> } J =b, z'=d 9 

d'où l'on tire 

a = y—/x 9 c = z — z'x 9 

de sorte que les équations de la tangente rapportée aux coordonnées/?, 

q 9 r seront 

q=y—fx+fp, r=z — z'x + z'p. 

Il est facile de voir que ces deux équations représentent les deux 
tangentes des courbes planes qui forment les projections de la courbe 
proposée sur les deux plans des x et y et des x et z (n° 6), déporte 
que, pour mener une tangente à une courbe à double courbure, il 
suffira toujours de mener les tangentes à ses deux projections, et la 
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droite dont ces deux tangentes seront les projections sera la tangente 
cherchée. 

34. Supposons qu'on demande le cercle osculateur d'une courbe à 
double courbure. 

Pour avoir, de la manière la plus simple, les équations générales 
d'un cercle tracé sur un plan quelconque, nous considérerons le cercle 
comme formé par l'intersection d'un plan qui passe par le centre 
d'une sphère; le rayon et le centre de la sphère deviendront alors ceux 
du cercle, et le plan sera le plan même du cercle. 

L'équation générale d'une sphère rapportée aux trois coordonnées/?, 

q, r est 

[p - «)»+ [q - é; 2 ■+■ [r-c)* = d*, 

où a, 6, c sont les coordonnées du centre et d est le demi-diamètre ou 
rayon. L'équation d'un plan rapporté aux mêmes coordonnées et pas- 
sant par le point qui répond aux coordonnées a, b, c est, en général, 

/>— a + m[q — b) -h n[r—c) = o t 

m et n étant deux constantes arbitraires qui déterminent l'inclinaison 
du plan à l'égard des plans fixes des coordonnées. Le système de ces 
deux équations représentera donc un cercle dont le rayon sera d 9 dont 
le centre sera déterminé par les coordonnées a, b, c, et dont le plan 
dépendra des quantités m et n. 

Si donc on change dans ces équations les quantités p, q, r en œ 9 
y t z, et qu'on en prenne les équations primes et secondes, on aura ces 

six équations, 

[x-a)* -*-(r— i) 2 -h [z-c)*=d*, 

x — a-t- m[y— b) H-/i(z — c) = o, 

x — a-hy(jr—b) -\-z'[z — c) =o, 

i H- my' -+-nz'=zo> 

i+/ 2 +z'*+y"[y — b) +z"(z — c) =o, 

my" -\- nz"= o, 

dont les quatre premières renfermeront les conditions nécessaires pour 



Digitized by 



Google 



252 THÉORIE DES FONCTIONS. 

que le cercle dont il s'agit ait un contact du premier ordre avec toute 
courbe à double courbure dont x, y, z seront les coordonnées, y et z 
étant données en fonction de x 9 et, si Ton y joint les deux dernières, 
on aura les conditions nécessaires pour un contact du second ordre, 
c'est-à-dire pour que le cercle devienne osculateur de la courbe. 

Comme il y a dans ces équations six quantités indéterminées a, b, 
c, d 9 m et n 9 on pourra satisfaire à toutes ces conditions, et le cercle 
osculateur sera déterminé de grandeur et de position. Mais, si l'on ne 
demande qu'un cercle tangent, il restera deux indéterminées pour 
lesquelles on pourra prendre le rayon d et une des deux quantités m 
et 7i. Dans ce cas donc, l'équation 

x — a +y'{y — b) h- z[z — c) = o 

déterminera le plan dans lequel se trouveront les centres de tous les 
cercles qui peuvent être tangents, et, comme le rayon du cercle tan- 
gent est nécessairement perpendiculaire à la courbe, cette équation 
sera celle d'un plan perpendiculaire à la courbe, en prenant' a 9 b, c 
pour les coordonnées du plan. 

Considérons maintenaAt le contact du second ordre. Les trois pre- 
mières équations donneront 

en faisant, pour abréger, 



R = V\*r' — mz^-h(n — -j a -+-(/u- y 



i*. 



Ces valeurs étant substituées dans la cinquième équation, on en 

tirera 

(i + ^ + i^lR 
[n-z')y-[ni-y)z' r 

Enfin, la quatrième et la sixième équation donneront 

_ z" __ y» 

m ~~ z'y"-y z "' n ~ z'y-yz"' 
valeurs qu'on substituera dans les expressions précédentes. 
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On trouvera d'abord, après quelques réductions, 



n = r~ ^ t~û ' 



et de là 



tf=_ 



'/i + ^+^l' 



v^ 2 -h *" 2 +- ( 2 y — /z") 2 



(1-4- y» -h ^[j^-h a'fsy-.r'j'Vl 
r4 " /'*-+- *"*+ [z'f —yz"y* ' 

_ (t+r' 2 + z' 2 )lz"-r'[zy-r , z")] 

c — s_f " - y2 H _ 2 "2 + ( 3 y'_y^)2 

La quantité rf sera le rayon osculateur de la courbe proposée et les 
quantités a, b, c seront les coordonnées de la courbe des centres de 
tous les cercles osculateurs; mais cette courbe ne sera pas pour cela 
une développée, comme dans les courbes à simple courbure. 

35. Pour s'en assurer et trouver en même temps les conditions 
nécessaires pour qu'elle devienne une développée de la courbe à 
double courbure, il n'y a qu'à employer des considérations semblables 
à celles du n° 23. 

Reprenons les valeurs de a, b 9 c tirées des trois premières équa- 
tions; nous aurons 

[ny' —mz)d 
a = x R , 

[m — r"\d 

c = z — r-^ • 

H 

Ces expressions, en regardant les quantités x, y, z, y, z\ ainsi que 
m et n, comme constantes, et la quantité d comme seule variable, 
donnent les coordonnées de la droite dans laquelle est placé le rayon 
osculateur ; mais, en regardant toutes ces quantités comme variables 
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et m, n, d comme données en x, puisque y et z sont censées données 
en x, ces mêmes expressions représentent alors les coordonnées de la 
courbe des centres. Or, pour gue la même droite devienne tangente 

de cette courbe, il faut que les valeurs de — et -7 * en regardant b et 

c comme fonctions de <z, ou, en général, a, 6, c comme fonctions d'une 
autre variable quelconque, soient les mêmes dans les deux cas. Donc 

les valeurs de ^> -p -r, devront être aussi les mêmes, soit que les 

quantités a, b, c, d soient seules variables, soit que les quantités x, y, 
z, m et n varient aussi en même temps; par conséquent, il faudra que 
les équations qui déterminent ces valeurs aient lieu également dans 
les deux hypothèses. 

Or, si Ton considère les équations qui ont servi à déterminer les 
quantités a 9 b, c, d, m et n en x, y, y, y, et qu'on regarde toutes ces 
quantités comme variables à la fois, il est clair que les deux équa- 
tions 

[x — û) 2 -h {y - fc) 2 -+- (z - c) 2 = d 2 , 

x — a-^y[y — b) -+- z'(z — c) = 
emporteront encore celle-ci,] 

- a'[x - a) - b'[y -b)-c'[z-c)= dd\ 

qui n'est que l'équation prime de la première, en supposant a, 6, c, d 
seules variables. De même les deux équations 

x — a -h y [y — b) -+- z' [z — c) = o, 
1 -H/ 2 -+- z'* + f[y —*)+ z"{z — c) = o 

emporteront celle-ci, 

«'-f-/6'-4-2'c'=0, 

qui est également l'équation prime de la première, en ne prenant que 
a, b, c pour variables. Ces deux équations ont donc la condition de- 
mandée; mais, comme elles ne suffisent pas pour la détermination des 

trois quantités -p -r,> -»> H faudra trouver, de la même manière, une 
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troisième équation qui contienne les fonctions primes a\ b\ c'; or, les 
deux précédentes ayant été déduites de l'équation de la sphère, il 
faudra tirer la troisième de l'équation du plan 

x — a -+- m (y — b) -h n [z — c) = o, 
laquelle, en faisant tout varier et ayant égard k l'équation 

i -h m y' -h nz' = o, 
donnera celle-ci, 

— a — mb' — ne' -hnï[y — b) -f- n'[z — c) =.o, 

qui est, comme l'on voit, l'équation prime de la précédente, en suppo- 
sant a, b f c, m, n variables à la fois; par conséquent, cette équation 
n'aura pas la condition demandée, à moins que la partie dépendante 
de la variation des quantités m et n ne disparaisse, c'est-à-dire à moins 

qu'on n'ait 

m'(y-b) -+■ n'(z — c) = o. 

Si cette condition a lieu, alors l'équation restante 

a'-hm&'-h nc'=o, 

combinée avec les deux équations qu'on vient de trouver, donnera les 
valeurs de ^7» -p -„> qui seront les mêmes soit que les quantités a, b, 
c, d soient seules variables, soit que x 9 y, z,met n varient aussi à la 
fois. Par conséquent, la droite dans laquelle est placé le rayon oscu- 
lateur deviendra tangente à la courbe des centres; donc aussi ce rayon 
sera tangent de la même courbe, puisqu'il est terminé à cette courbe. 
Dans ce même cas, les expressions précédentes de a, b, c donneront 
sur-le-champ ces fonctions primes, 



[nf-mz')d' k ,_ [n-z')d' (m-/)* 

R ' °~ R ' C ~ R 



d'où l'on tire 
et de là 



a '2+fc'2.+. C '2 ={ //2, 



<!'=)/(*'*+&*• 
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Or nous verrons ci-après (n° 37) que cette équation montre que d 
est l'arc de la courbe dont a, b, c sont les coordonnées. Donc le rayon 
osculateur sera non-seulement tangent à la courbe des centres, mais 
encore égal a Tare de cette courbe. Il ne sera donc autre chose que le 
développement de cette même courbe, laquelle sera, par conséquent, 
la développée de la courbe proposée, dont x, y, z sont les coordonnées. 

36. La condition 

m'[y—b)-hri[z—c) = o 9 . 

que nous venons de trouver pour que la courbe ait une développée, 
a évidemment lieu lorsque m et n sont constantes, et, dans ce cas, la 
courbe sera toute dans un plan déterminé par ces constantes. Si ces 
quantités ne sont pas constantes, elles détermineront le plan tangent 
de la courbe, et, lorsque l'équation précédente aura lieu, les rayons 
osculateurs formeront une surface courbe développable. Car, en ajou- 
tant à cette équation l'équation 

i -h m/ -+- nz' = o, 
qui est une de celles du n° 34, on aura celle-ci, 

i-f- m/+nz' + m'(/- b) -f n'[z — c) = o, 

qui n'est autre chose que l'équation prime de l'équation du plan 

x — a-\- m[y— b) -+- n[z — c) = o, 

en regardant les coordonnées a, b, c du plan comme constantes et la 
quantité x, qui sert ici de paramètre et dont les autres quantités y 9 z, 
m, n sont supposées fonctions, comme seule variable, ce qui constitue 
le principe des surfaces développables, comme on le verra plus bas. 

Au reste, il y a une manière plus générale de concevoir les dévelop- 
pées des courbes, laquelle consiste à prendre le rayon de la développée 
dans une position inclinée au plan tangent, et qui donne lieu à plu- 
sieurs belles propriétés des courbes et des surfaces. Comme les bornes 
que nous nous sommes prescrites ne nous permettent pas d'entrer 
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dans ce détail, nous ne pouvons qu'inviter nos lecteurs à voir cette 
nouvelle théorie dans le Tome X des Mémoires présentés à V Académie 
des Sciences. 

37. Si l'on trace la projection d'une courbe a double courbure sur le 
plan des x et y, on peut regarder cette courbe de projection comme 
l'axecurviligne de la courbe à double courbure, de sorte qu'en nom- 
mant s l'arc de la courbe de projection dont les coordonnées sont x, 
y, et supposant que cet arc soit étendu en ligne droite, on aura s et z 
pour les coordonnées rectangulaires de la courbe à double courbure 
supposée appliquée sur un plan. 

Cette considération nous offre le moyen d'appliquer immédiatement 
aux courbes à double courbure les formules de la quadrature et de la 
rectification des courbes planes (n os 27, 29). Pour cela, il n'y aura qu'à 
substituer s au lieu de x et z au lieu de y dans les expressions de yx' 
et y/x' 2 -\-y 2 ; on aura zs' et \js' 2 -t-z'*, et, comme l'arc s est déterminé 
par l'équation 

en faisant cette substitution, on aura les deux formules 



' . z^x'^-K-y"* et \] x" 1 -+- y' * + z" 1 , 

dont la première sera la fonction prime de l'aire ou de la surface du 
cylindre droit qui a pour base la projection de la courbe à double 
courbure et qui est terminé par le contour de cette courbe, et dont 
la seconde sera la fonction prime de l'arc de la même courbe. 



IX. 33 
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CHAPITRE VIII. 



DES SURFACES COURBES ET DE LEURS PLANS TANGENTS. THEORIE DU CONTACT 
DES SURFACES COURBES. DES CONTACTS DES DIFFÉRENTS ORDRES. ' 



38. Les surfaces courbes se déterminent aussi par trois coordonnées 
rectangulaires, comme les lignes a double courbure, mais avec cette 
différence que, pour les surfaces, deux des coordonnées sont indé- 
pendantes entre elles et la troisième est fonction de ces deux, de sorte 
qu'une surface n'est représentée que par une seule équation entre les 
trois coordonnées. Ainsi, les deux équations qui déterminent une 
courbe a double courbure représentent chacune en particulier une 
surface courbe, et la courbe représentée par le système de ces deux 
équations est formée par l'intersection des deux surfaces. La théorie 
des surfaces dépend donc de l'analyse des fonctions de deux variables, 
et peut être traitée comme la théorie des courbes et par les mêmes 
principes. Ainsi , de même qu'une ligne droite peut être tangente 
d'une courbe, un plan peut être tangent d'une surface, et l'on déter- 
minera le plan tangent par la condition qu'aucun autre plan ne puisse 
être mené par le point de contact entre celui-là et la surface. 

Soient a?, y, z les trois coordonnées de la surface donnée et />, q, r 
les coordonnées du. plan tangent rapportées aux mêmes axes rectan- 
gulaires; on aura, par la nature de la surface, 

s =/(*»r)» 

et, par la nature du plan, 

r = a -T- bp -+- cq y 

a, b, c étant les trois constantes qui déterminent la position du plan. 
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D'abord, pour que le plan ait avec la surface un point commun, il 
faut que son équation subsiste, en supposant que les coordonnées p> 
g, r deviennent x, y, z 9 ce qui donnera cette première équation : 

z = a -+- bx 4- cy. 

Considérons maintenant un autre point de la surface répondant aux 
coordonnées a? + «, y-\-o\ l'ordonnée perpendiculaire z deviendra 
f[x-\-i % y-\-o). Faisons aussi, dans l'équation du plan, 

p = x-hi, q=y+o; 

l'ordonnée perpendiculaire r deviendra 

a+b[x + i) +c(/+o), 

et la distance entre les points correspondants de la surface et du plan 
sera exprimée par 

f[x + i,y-ho) — a — b[x-+- i) — c[y-+- o). 

La fonction f[x -h i>y ■+- o) peut se développer dans cette série 
(n°73, I re Partie) : 



Donc, à cause de 

fi** y) = 'z=<i + bx-hcy, 

la distance dont il s'agit, que nous désignerons par D, sera exprimée 
ainsi : 

où l'on voit d'abord que, les quantités i et o demeurant indéterminées, 
la valeur de D deviendra la plus petite si l'on détermine les quantités 
b et c de manière que les termes multipliés par i et o disparaissent, ce 
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qui donnera (n° 77, l n Partie) 

b=f[x 9r ) = *\ c=f,[x 9 r) = *,* 

et, comme on a déjà trouvé 

a -+- bx -+- cy = z, 

on aura les valeurs des trois constantes a, b, c de l'équation du plan 
en fonction de x,y, z. Ces valeurs seront donc 

a = z — nez' — yz n b = z', c = z t9 

et la position du plan sera entièrement déterminée. 

Par l'évanouissement des termes multipliés par les quantités i et o, 
l'expression de la distance D ne contiendra plus que des termes multi- 
pliés par des puissances ou des produits de ces mêmes quantités. Si l'on 
faisait passer un autre plan par le même point qui répond aux coordon- 
nées a? et j, on trouverait, pour la distance, que je nommerai A, entre les 
points de la surface et du noifreau plan correspondants aux coordon- 
nées x + i et 7-ho, une expression semblable à celle de D, mais où les 
termes multipliés par i et par o ne se détruiraient plus. Or il est facile 
de voir qu'on peut prendre les quantités i et o assez petites pour que 
les termes multipliés par les premières puissances de i ou de o de- 
viennent plus grands que les autres termes multipliés par des puis- 
sances ou des produits de plusieurs dimensions, ce qui porterait 
d'abord à conclure que l'on peut toujours donner à i et o des valeurs 
assez petites pour que la distance A surpasse la distance D, en sorte 
qu'il soit impossible que le dernier plan passe entre le premier et la 
surface. 

39. Mais cette conséquence, qui serait légitime si les expressions de 
D et A n'étaient composées que d'un nombre déterminé de termes, 
pourrait souffrir des difficultés à raison des suites infinies qui entrent 
dans ces expressions. On peut néanmoins les éviter en employant le 
développement que nous avons donné dans le Chapitre XIII de la pre- 
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mière Partie et en s'arrétant aux termes du premier ordre. On aura 
ainsi 

f[* + hjr + o)=f[x 9 y)+if'{x,y)+of,[x f y) 

H /*(x + Xi, j' + Xo) -h iofl[x-^rli y y-hlo 

et la valeur de la distance D se réduira à 

Pour tout autre plan représenté par l'équation 

et ayant le même point commun avec le premier plan et la surface, 
cette distance, que j'appellerai A, contiendrait, outre les termes précé- 
dents, encore ceux-ci du premier ordre 

d'où il est facile de conclure qu'on pourra toujours prendre i et o assez 
petits pour que cette distance A surpasse la distance D. Donc il sera 
impossible que ce dernier plan puisse passer entre la surface et le plan 
représenté par l'équation 

r = a -h bp -f- cq ; 

par conséquent, celui-ci sera tangent de la surface donnée, en faisant, 
comme ci-dessus, 

a== z — xz' — yz ft b = z', c = z fJ 

d'où l'on voit que la position du plan tangent dépend des deux fonc- 
tions primes z et z r 
En effet, il est facile de trouver, d'après l'équation 

r = a-h bp-hcq, 
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que, si Ton nomme a l'inclinaison du plan représenté par cette équa- 
tion sur le plan des coordonnées p et q 9 et p l'inclinaison de la ligne 
d'intersection de ces deux plans à l'axe des abscisses/?, on aura 

b = sin p tanga, c = cos(3 tanga, 
d'où l'on tire 



tanga = \b 2 -\-c* 9 tang(3= -• 

c? 

Donc, puisque les axes des coordonnées x, y, z sont les mêmes que 
ceux des coordonnées p 9 q 9 r, les angles a et p, relativement au plan 
tangent, seront pareillement déterminés par ces formules : 



langa = yjz' 2 -h z? 9 tang(3 = — • 
40. En général, 

* =/(*t r) 

étant l'équation de la surface proposée et 

r = T[p,q) 

celle d'une surface donnée, si l'on veut que ces deux surfaces aient un 

point commun qui réponde aux coordonnées x 9 y 9 z, il faudra que 

l'équation 

r = F( P ,q) 

ait lieu aussi en faisant p = x 9 q=y 9 r = z 9 ce qui donnera 

z = ¥[x 9 y). 

Ensuite, si l'on considère les points des deux surfaces qui répondent 
aux mêmes coordonnées x-\-i etj-f-o, et qu'on nomme D la distance 
entre l'un et l'autre, c'est-k-dire la partie de l'ordonnée qui se trou- 
vera comprise entre les deux surfaces, il est visible qu'on aura 

D =f[x + /j + o)-F(* + i, i r+ o). 

Développons ces deux fonctions par les formules du n° 78 (I re Par- 
tie), en nous arrêtant d'abord aux termes du premier ordre; nous au- 
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rons, en mettant z f z' et s, à la place de f(x 9 y) 9 f\x 9 y), /(#, v), 

D = i[z'-¥'(x fr )] + o[z t -F,(x tr )] 

+ ^[f''(x + li,r + lo)-F»(x + li, r + lo)] 
4- io [/' [x ■+- li, y + *<>) ~ K (.r -+- Xi, y -+- Xo)] 

-+- ~ [A (* + H r -+- **) — F „(* + **> r + >•*)]• 

Supposons que les termes multipliés par i et par o disparaissent, ce 
qui a lieu en faisant s' = F'(#, y) et s, = F,(a\j); l'expression de D ne 
contiendra plus que des termes d'un ordre supérieur, et il est facile de 
prouver qu'on pourra toujours prendre i et o assez petits pour que 
cette valeur de D devienne moindre que la valeur d'une pareille quan- 
tité pour une autre surface donnée, dans laquelle les termes multipliés 
par i et par o ne se détruiraient pas. Donc, si l'équation 

r=¥(p 9 q) 

de la surface donnée contient trois constantes arbitraires a 9 b, c 9 et 
qu'on les détermine de manière à satisfaire aux trois équations 

z = V(x 9 y), z' = F'[x 9 y), z t = ¥ t [x t y). 

il sera impossible qu'aucune autre surface qui ne satisferait pas aux 
mêmes conditions puisse passer entre cette même surface et la surface 
proposée dont les coordonnées sont a?, y, z. 

Il est visible que les trois équations précédentes ne sont autre chose 
que l'équation même de la surface donnée, en y changeant les coor- 
données/?, q 9 r en x 9 y 9 z et les deux équations primes de celle-ci, 
prises suivant x et suivant y, d'où Ton peut conclure, en général, 

que, si 

¥[p 9 q t r) = o 

est l'équation de la surface donnée, les trois équations dont il s'agit 
seront renfermées dans celles-ci, 

F(x,y 9 z)=zo, F t (x 9 y 9 z)=o, F f [x,y, z) = o, 
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en regardant z comme fonction de x et y; de sorte que, si Ton désigne 
simplement par F'(a?), F'(j), F(s) les fonctions primes de ¥(x 9 y 9 s) 
prises relativement à x, y, z seuls, les deux dernières équations devien- 
dront 

¥'{x) + z' ¥'(z) = o, F'(/) + s # F'(s) = o. 

Donc, si la surface proposée est représentée par l'équation 

f[*>r>*) = °> 

et que la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avec 
celle-là, soit représentée par l'équation 

¥(x 9 y f z)=o, 

la première donnera, en prenant les fonctions primes relatives à x etj, 
ces deux-ci : 

Ces deux équations combinées avec les deux précédentes, de manière 
à en chasser les dérivées z' et z, on aura ces deux-ci : 

/'(*)_/'(*) f'[r)_f'[z) 
F(*)-F(j)' F'( r ) ~ F'(j).' 

d'où il s'ensuit que les trois fonctions dérivées f'[x) 9 f'{y) 9 f(z) 
doivent être respectivement proportionnelles aux fonctions dérivées 

T{x), F'(j), ¥'(z). 

41 . Si, dans l'expression générale de la distance D, on développe les 
deux fonctions qu'elle contient, en poussant le développement jus- 
qu'aux secondes dimensions de i et o, et qu'on suppose que les trois 
équations ci-dessus aient déjà lieu, on aura simplement 



D = L[,*_ F "(*, r )] + io\i-r.[x, y )\ 4- \ [,.- F„(*, r )] 
2.3 a ' 2 2.3 * 
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en faisant, pour abréger, 

A: = /* (a? -h Xi\ j- 4- Xo) — FJ (* -*- Xi, j- 4- Xo), 



Donc, si l'équation 

' = F(/>,9) 

de la surface donnée est telle qu'on puisse encore satisfaire aux trois 

équations 

,* = F*(*, r ), i;=K(*, r ) f *.= F,(*, r ), 

les termes du second ordre disparaîtront aussi dans l'expression de D, 
et l'on prouvera aisément qu'il sera toujours possible de prendre les 
quantités i et o assez petites pour que la distance D soit plus petite 
que la distance A pour toute autre surface donnée qui ne satisferait 
pas aux mêmes conditions, d'où il suit qu'il sera impossible que cette 
surface passe entre la surface donnée, dont l'équation est 

r=*[p>q)> 

et la proposée, dont l'équation est 

*=/(*» r); 

et ainsi de suite. 
Si l'on représente en général par 

*(/>,ï,r) = o 

l'équation de la surface donnée, qui doit avoir un point de contact avec 
une autre surface dont les coordonnées sont x>y> z, les trois dernières 
équations seront renfermées dans celles-ci, 

F"(*,7, z) = o, F,[x,jr, z) = o, F„[x,y,z) = o 9 

en regardant z comme fonction de x et y; et ainsi des autres. 

On pourra donc étendre aux surfaces la théorie des contacts de diffé- 
rents ordres que nous avons exposée relativement aux lignes courbes 
IX. 34 
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et en déduire des résultats semblables. Ainsi, pour le contact du pre- 
mier ordre, on aura l'équation 

¥(x,y, z)=o 

avec ses deux équations primes suivant x et y; pour le contact du se- 
cond ordre, on aura, outre les trois équations précédentes, les trois 

équations secondes de 

F[x,y, z) = o 

suivant x, suivant y, et suivant x et y; et ainsi de suite. 

42. Prenons, pour la surface donnée, la sphère dont l'équation la 
plus générale est 

[p - a}» -4- [q - bY + (r — c) 2 = rf 2 , 

p, q, r étant les trois coordonnées d'un point quelconque de sa sur- 
face, a, b, c les trois coordonnées qui déterminent la position du 
centre, et d le demi-diamètre ou le rayon. 

En changeant dans cette équation /?, q, r en x, y, z, et prenant 
ensuite les deux équations primes suivant x et y, on aura ces trois 

équations, 

[* - a \- + (r --*) 2 -*- ( * - c) 2 - d* = o, 

x — a -h z'[z — c) = o, 
7— *-*-*,(* — c) = o, 

par lesquelles on pourra déterminer d'abord les trois constantes a, 6, c; 

on trouvera ainsi 

dz' 
a = x 4- 



*=7 + 



v /i-+- *'*-+- z, 2 

et le rayon d sera encore arbitraire. 
La sphère déterminée par ces éléments sera donc tangente de la 



.V'' 


dz, 


-f-** 


V 


i +V 2 


+ z, 2 
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surface, et, par conséquent, son rayon sera perpendiculaire à la même 
surface. Ainsi, en regardant la valeur de ce rayon comme indéterminée, 
les trois quantités a, b, c seront les coordonnées de la perpendiculaire 
à la surface, d étant variable et x % y, z constantes. 

Si l'on veut avoir ces éléments a, b, c, ainsi que les angles a et p du 
n° 39, exprimés en différentielles, il n'y aura qu'à représenter les 
fonctions dérivées z\ z t par les différences partielles — » zr u 

43. Pour que la sphère devienne osculatrice de la surface, on aura 
encore trois autres équations, qui seront les trois équations secondes 
de la première équation ci-dessus; mais, comme il ne reste plus qu'une 
arbitraire d, il est clair qu'on ne pourra pas satisfaire à toutes ces équa- 
tions^d'où il suit qu'il est impossible de trouver en général une sphère 
osculatrice d'une surface comme on trouve le cercle osculateur d'une 
courbe. 

Si, au lieu d'une sphère, on voulait employer la surface formée par 
la rotation d'un arc de cercle autour de sa corde, comme on aurait dans 
l'équation de cette surface six constantes arbitraires, on pourrait alors 
déterminer ces éléments de manière que le contact du second ordre 
eût lieu en général avec une surface quelconque. Il en serait de même 
pour toute autre surface dont l'équation renfermerait au moins six 
constantes arbitraires. 
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CHAPITRE IX. 



DES SPHÈRES OSCULÀTRICES. DES LIGNES DE PLUS GRANDE ET DE MOINDRE COURBURE. 

PROPRIÉTÉS DE CES LIGNES. 



44. Nous venons de voir que, parmi toutes les sphères touchantes, 
il ne peut y en avoir aucune qui devienne proprement osculatrice de la 
surface; mais on peut toujours déterminer celle qui sera osculatrice 
d'une courbe quelconque tracée sur la même surface. Pour cela, il n'y 
aura qu'a supposer y fonction de x, comme dans les courbes à double 
courbure, et prendre, dans cette hypothèse, les équations primes et se- 
condes de l'équation de la sphère 

[x — a)* -h [y — 6) 2 -4- [z — c) 2 — rf 2 = o. 

L'équation prime sera 

x — a+y[y — b) +(*'+/*,)(* — c) = o f 

en regardant toujours z comme fonction de x et y, dont les deux fonc- 
tions primes sont z et z t , et ensuite y comme fonction de x t dont y 
est la fonction prime. On trouvera, de la même manière, cette équa- 
tion seconde : 

L'équation prime est déjà remplie par les deux équations primes du 

n° 42 : 

or — a -h z'[z — c) =o, y—b -+-*,(* — ■ c) = o. 

Ainsi, il ne reste qu'à satisfaire à l'équation précédente, laquelle, à 
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caulse dey — b •+- z t (z — c) = o, se réduit à celle-ci 

Si donc on substitue dans cette équation la valeur de c trouvée ci- 
dessus (numéro cité), on en pourra tirer la valeur de d, et Ton aura 



(Connaissant ainsi le rayon d de la sphère osculatrice, on aura, par 
les formules du même numéro, les valeurs des coordonnées a, b, c du 
centre. 

45. La quantité y qui entre dans les expressions précédentes dé- 
pend de la courbe qui est la projection de celle qu'on suppose tracée 
sur la surface. Cette courbe étant arbitraire, on peut chercher celle 
dans laquelle le rayon de courbure d sera un maximum ou un mini- 
mum , et, pour cela, il n'y aura qu'a égaler à zéro la fonction prime de 
l'expression de d, regardée comme fonction dey (n°26). Mais, pour 
simplifier le calcul, nous observerons que, puisque 



d=z{z— C ))/l+z'*-hZ*, 

le maximum ou minimum de d relativement à y répondra au maxi- 
mum ou minimum de c; ainsi, il n'y aura qu'à prendre l'équation 
prime de la dernière équation ci-dessus entre c et y , en supposant 
nulle la fonction prime de c, c'est-à-dire en ne regardant quey comme 
variable. On aura de cette manière l'équation 

qui, étant combinée avec la même équation, servira à déterminery et c 
Si l'on multiplie cette équation pary , et qu'on la retranche de l'équa- 
tion dont il s'agit, on aura celle-ci, plus simple, 

que l'on combinera avec la précédente. 
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Par l'élimination de z— c, on aura une équation en y de cette forme, 

en faisant, pour abréger, 

A= (i -+-*? )z, — z'z,z u , 

C = (i -f- z'*)z\ -z'z,z", 
et la résolution de cette équation donnera 



. Bd=v/B 2 -h4AC 
f= ÏÂ ' 

équation du premier ordre en x, y et y, puisque z étant, par la nature 
de la surface, une fonction donnée de x et y, les quantités A, B, C se- 
ront aussi des fonctions données de x et y. Donc l'équation primitive 
en x et y renfermera une constante arbitraire et représentera une infi- 
nité de courbes qui seront les projections des lignes de plus grande et 
de moindre courbure de la surface proposée. 

Si Ton combine les deux équations ci-dessus de manière à faire 
disparaître les termes où y et z -— c se trouvent ensemble, on en tirera 

(i + *'»)s,- »'*,*:- a/ 

Z, 1 — 2 Z 

Donc, substituant la valeur dey et faisant de plus 
on aura 



et de là 



__ _ E±y/K*+4AC 






d'où l'on voit que les deux valeurs du radical donnent l'une le maxi- 
mum et l'autre le minimum du rayon d. 
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Il y a donc, à chaque point de la surface, deux branches qui so-coupent 
et qui répondent Tune à une ligne de plus grande et l'autre à une 
ligne de moindre courbure, et l'angle sous lequel elles se coupent dé- 
pend de la double valeur de la quantité y, qui est égale à la tangente 
dé l'angle formé par la tangente de la courbe de projection sur le plan 
des a? et y avec l'axe fixe des x. Or, comme la position de ce plan est 
arbitraire, on peut la prendre de manière qu'il coïncide avec le plan 
tangent de la surface; alors la projection de la courbe se confondra avec 
la courbe même, et les deux valeurs de y deviendront les tangentes 
des angles que les tangentes des deux branches de plus grande et de 
moindre courbure feront avec une même ligne; par conséquent, la dif- 
férence de ces angles sera l'angle cherché sous lequel ces branches se 
coupent; donc, nommant a et p les deux valeurs dey, la tangente de 
cet angle sera, par les formules connues, 



g-ft __ y/B 2 H-4AC 

i -h ajî ~~ A — C 

Mais il est facile de voir, par les formules du n° 38, que, pour que le 
plan tangent d'une surface coïncide avec le plan des x et y, il faut que 
les valeurs de z' et z t soient nulles. Faisant donc, dans les expressions 
de A, B, C, 



2=0, z.— o, 



on aura 



ce qui donne 



A = z'„ b = z„-z", C = z'„ 
A-C = o. 



Ainsi la tangente de l'angle dont il s'agit sera infinie, et, par consé- 
quent, l'angle sera droit, d'où l'on doit conclure, en général, que les 
lignes de plus grande et de moindre courbure d'une surface quelconque 
se coupent toujours à angle droit. 

46. La propriété du maximum et du minimum n'est pas la seule qui 
caractérise ces lignes: elles sont encore distinguées par rapport à leurs 
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développées. En effet, si l'on cherche les conditions nécessaires pour 
que le rayon de courbure soit partout tangent à la courbe des centres, 
on trouvera, par des considérations semblables à celles du n° 35, ap- 
pliquées aux expressions des coordonnées a, b> c de cette courbe 
(n° 42), que ces conditions se réduisent à ce que les valeurs des fonc- 
tions primes a\ b\ c soient les mêmes, soit que la quantité d soit 
seule variable ou que les quantités x, y, z varient en même temps 
que d. Ainsi, si l'on prend les équations primes des trois équations 

(n°42) 

( x — a) 2 + ( y — è) 2 -+- [z — <?)*= c/ a , 

I-fl + z'(z — c) = o, 

y — b + M,[z — c) = o f 

d'où résultent les valeurs de a, b, c, il faudra que la partie due a la 
seule variation de x, y, z soit nulle. Or il est visible que la seconde et 
la troisième équation rendent nulle cette partie dans l'équation prime 
de la première équation ; donc il suffira de prendre les équations primes 
des équations 

x — a -h z'[z — c) = o, /— b -h z,[z — c) = o, 

en regardant a, b et c comme constantes. Ces équations seront donc, 
en regardant, comme ci-dessus (^44),^ comme fonction de x, et z 
comme fonction de x et y, 

y+z,z'+/z} +[i+fz.){z-c) = o, 

et, si on les compare aux deux équations du numéro précédent, qui dé- 
terminent le maximum et le minimum de rf, on voit qu'elles sont iden- 
tiquement les mêmes, d'où il suit que les lignes suivant lesquelles le 
rayon de courbure sera tangent de la courbe des centres sont les 
mêmes que celles de la plus grande ou de la moindre courbure. 
Mais les expressions de a, 6, c du n°42 donnent, en ne faisant va- 
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rier que d, 




rt'=±= 


d'z' 




v /i-t-3' 2 H-2r 






b' = 


dz, 






V'i -h z'--\- z? 






r* — - 


d' 






G — — "" 




d'où Ton tire 












<*'* + 


fc-'2+c'2 =:</'*, 


et par conséquent 
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d'où l'on conclura (n° 37) que la quantité d sera égale à l'arc de la 
courbe dont a, b, c sont les coordonnées. Ainsi cette courbe sera la 
véritable développée des lignes de plus grande et de moindre cour- 
bure, et réciproquement il n'y aura, sur une surface quelconque, que 
ces lignes qui puissent avoir une développée formée par les rayons de 
courbure. 

Ces propriétés des surfaces sont très-curieuses et méritent toute 
l'attention des géomètres; elles donnent lieu surtout à des applications 
importantes pour les arts. Foir\es Mémoires de Berlin pour l'année 1 7G0, 
les Tomes IX et X des Mémoires présentés à l'Académie des Sciences, et 
V Application de V Analyse à la Géométrie, par M. Monge. 

Au reste, pour traduire ces formules en Calcul différentiel, il n'y 

„ ï , „ dr d' 2 r > , „ dz dz d 2 z 

aura qu a changer 7,/ en ^ jf 2 et z , s, z , z„ z tt en ^ ^ ^ 

d*z d*z 
dxdy 9> rf/ 2 " 



IX. 35 
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CHAPITRE X. 



SOLUTION DES QUESTIONS DANS LESQUELLES ON PROPOSE UNE RELATION ENTRE LES 
ÉLÉMENTS DU CONTACT DU PREMIER ORDRE DES SURFACES COURBES. CONSTRUCTION 
DE CETTE SOLUTION. ÉQUATION DES SURFACES DÉVELOPPABLES . 



47. On peut proposer, sur les différents contacts des surfaces, des 
problèmes analogues à ceux qui nous ont occupés, relativement aux 
lignes courbes (Chap. III), et les résoudre par des principes semblables. 
Nous nous contenterons ici de considérer les contacts du premier ordre. 

Suivant les formules du n° 41, si l'équation 

F(/>. q.r) = o 

de la surface donnée contient trois constantes arbitraires a, b 9 c, pour 
que cette surface ait un contact du premier ordre avec une surface 
quelconque rapportée aux coordonnées x, v, s, il faut déterminer a, 
b, c en x, y, z par les trois équations 

F(*,r, z) — o, F'(* f y 9 z) = o, F,(jt, y, z) = o, 

dont les deux dernières se réduisent à la forme 

F'(*) + s'F f (*)=o et F'(/)-h*,F'(*) = o. 

Donc, si la question est de trouver la surface pour laquelle les trois 
éléments du contact a, b f c auront entre eux une relation déterminée, 
il faudra substituer, dans l'équation qui exprime cette relation, les 
valeurs de a, b % c, et, si cette équation est entre les quantités a, b 9 c et 
x, y % z, on aura une équation du premier ordre en x, y, z, z 1 et z r 
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qu'on pourra traiter par la méthode générale du n° 92 de la première 
Partie. 

Mais, si l'équation dont il s'agit n'était qu'entre les trois quantités a, 
b, c, la solution du problème serait beaucoup plus simple. En effet, il 
est clair qu'on peut alors supposer que les quantités a, b, c soient 
constantes, et, dans ce cas, l'équation 

F[x,y, z) = o 

sera l'équation primitive de l'équation du premier ordre donnée par les 
conditions du problème, en y substituant, pour une des trois con- 
stantes a, b, c, sa valeur tirée de l'équation donnée; on aura ainsi une 
équation primitive qui ne sera que particulière; mais, comme elle ren- 
ferme deux constantes arbitraires, on pourra, par la méthode du n° 83 
de la première Partie, trouver l'équation primitive générale qui don- 
nera la solution complète du problème. 

On fera donc, suivant cette méthode, 6 = <p(a), si a et b sont les deux 
constantes arbitraires, et l'on éliminera a au moyen de l'équation 

¥(x 9 y f z)=zo 

et de son équation prime, prise relativement à la seule quantité a, 
équation représentée par 

F(fl)+9'(fl)F(6) = o f 

en dénotant par F'(a) et F'(b) les fonctions primes de T(x,y, z) rela- 
tivement aux variables isolées a et b. 

48. Pour voir comment le système de ces deux équations satisfait 
au problème, on observera d'abord que l'équation 

représente la courbe donnée avec laquelle la proposée doit avoir un 
contact du premier ordre; ainsi cette équation résout le problème, 
quelles que soient les constantes arbitraires a et b. Mais, comme le 
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contact demandé par le problème exige seulement que les valeurs de z 
et de ses deux fonctions primes s' et z t soient les mêmes pour les deux 
courbes, il s'ensuit qu'il aura également Jieu en supposant a et b va- 
riables, pourvu que ces fonctions primes soient encore les mêmes. 
Or, c'est précisément ce qui résulte du système des deux équations 
dont il s'agit, comme on peut s'en convaincre par le numéro cité. 

Nous observerons ensuite que la surface représentée par le système 
de ces équations ne sera autre chose que la surface formée par l'inter- 
section continuelle des surfaces représentées par la même équation 

en y faisant varier le paramètre a, de manière que cette surface tou- 
chera ou enveloppera à la fois toutes ces différentes surfaces particu- 
lières. En effet, si l'on représente, ce qui est permis, cette surface 
enveloppante par l'équation 

F[x, y, s)=o f 

dans laquelle a soit une quantité variable quelconque, et qu'on cherche 
à déterminer cette quantité de manière que la même surface touche 
successivement toutes les surfaces données, il faudra satisfaire à 

l'équation 

F(fl) + 9'(fl)F'(4)=o 

pour que les valeurs de z' et z f soient les mêmes que celles des sur- 
faces enveloppées. Ceci répond à ce qu'on a trouvé plus haut (n° 19), 
relativement aux lignes courbes. 

49. Puisque l'équation 

¥[x 9 y 9 z) = o 

renferme les trois arbitraires a, b, c qui doivent être déterminées par 
la combinaison de cette équation avec ses deux équations primes prises 
relativement à a? et y, en regardant a, b 9 c comme constantes (n° 47), 
si l'on regarde maintenant ces quantités comme des fonctions de x et 
v, il est clair qu'on aura aussi séparément les deux équations primes 
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de la même équation relativement à ces quantités. Ainsi, en désignant 
par F'(tf), F'(è), F'(c) les fonctions primes de la fonction ¥(x, y 9 z) 
prises relativement aux seules quantités a, b, c considérées séparé- 
ment, on aura encore ces deux équations primes : 

a' F'(« ) -h V F'(6) -4- c' F'(c) = o, 
a,Y'{a) + b,Y'[b) + c t V{c) = o. 

Soit 

c=f[a,b) 

l'équation qui exprime la relation donnée entre les quantités a, b 9 c, 
en prenant de même les deux équations primes, on aura 

c' = a'f'{a) + t/f'[b) 9 
c, = a,f'[a) + b t f[b). 

f'{a) etf'(b) étant les deux fonctions primes de f(a, b) prises relati- 
vement à a et b isolées. Substituant ces valeurs de c' et c dans les 
deux équations précédentes, on aura 

",[F'(") +/(«) F'(c)] -h A,[F'(6) +/'(&) F'(c)] = o, 

d'où Ton tire cette équation 

a'b,— b'a f = o, 

où la fonction désignée par la caractéristique / n'entre plus. 

Si donc on substitue dans cette équation àb t — b'a i =^o les valeurs 
de a 9 b en x 9 j% 2, 5' et z f9 on aura une équation du second ordre, dont 
l'équation primitive du premier ordre sera 

c=f[<*f b), 

la fonction désignée par / étant arbitraire; et l'équation primitive de 
celle-ci entre x, y, z sera le système de l'équation 

F(x f / f z) = o 
et de son équation prime, prise relativement à a, après y avoir substi- 
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tué /(a, b) pour c et <p(a) pour b 9 la fonction <p(a) étant la seconde 
fonction arbitraire. Ainsi on pourra, de cette manière, trouver l'équa- 
tion primitive de toute équation du second ordre réductible à la forme 

a'b f — b'a t = o, 

les quantités a, b étant déduites d'une équation quelconque 

F[x,jr, z, a,b t c)=zo 

entre les quantités x 9 y, z f a, b f c et de ses deux équations primes 
prises dans l'hypothèse de a, b, c constantes, ce qui fournit une 
méthode importante pour les progrès de l'analyse inverse des fonctions 
de deux variables. 

50. Appliquons la théorie précédente aux plans tangents. Nous 
avons trouvé plus haut que les éléments a, b 9 c du contact d'un plan 
représenté par l'équation 

r=a-\- bp + cq, 
sont exprimés ainsi : 

a = z — xz' — yz f9 b = z\ c=z,. 

Donc, si l'on a une équation quelconque entre ces trois quantités, 
laquelle donne, par exemple, 

c=f[a, b), 

l'équation primitive de cette équation du premier ordre sera repré- 
sentée par le système de ces deux équations, 

z = a -4- x <f{a) + yf\a 9 <p («)], 
i + xy , {a)+yf , [a) = o 9 

en dénotant par <p'(a) et f\a) les fonctions primes de <p(a) et de 
f\a 9 <?(«)] relatives à a. La quantité a devra être éliminée pour avoir 
une équation en oc, y, z, et la fonction <p(a) sera la fonction arbi- 
traire. 
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Cette équation sera donc celle de la surface formée par l'intersection 
continuelle de tous les plans représentés par l'équation 

en faisant varier successivement le paramètre a; ce sera, par consé- 
quent, une surface développable, puisqu'on peut concevoir que le même 
plan tangent, supposé flexible et inextensible, s'applique et se plie sur 
la surface, sans duplicature ni solution de continuité, et, réciproque- 
ment, que la surface s'applique et se développe sur le même plan sans 
se briser ou se replier. 

Puisque a = z — xz'— yz t et b = z' 9 on aura 

a'= — xz n — yz' lf /!,= — xz',— yz v% Vz=iz n y b,— z',; 

donc l'équation (n°49) 

a'b t — a t b'=o 

deviendra 

[xz" + yz,)z',— [xz , f -t-yz f ,)z"=o f 

savoir 

z,* — z"z„=o. 

Ce sera l'équation générale des surfaces développables, dont, par con- 
séquent, l'équation primitive sera le système de ces deux-ci, 

i = fl + j?(fl)+//(fl) et i -t-aç'(fl) +-yf'[a) =o, 

ff(a) et /(a) dénotant deux fonctions arbitraires de a. Voir le Tome X 
des Novi Commentarii de Pétersbourg et les Ouvrages déjà cités à la fin 
du Chapitre précédent. 
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CHAPITRE XL 



DES PLUS GRANDES ET DES MOINDRES ORDONNÉES DES SURFACES COURBES. SOLUTION 
GÉNÉRALE DES QUESTIONS DE MAXIMIS ET MINIMIS. MANIÈRE DE DISTINGUER LES 
MAXIMA DES MINIMA DANS LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES. 



51. Si l'on demande les plus grandes et les moindres ordonnées 
d'une surface donnée, il est aisé de concevoir qu'elles ne peuvent 
répondre qu'aux points où le plan tangent devient parallèle au plan 
des a? et v; donc on aura, dans ces points, tanga = o, et, par consé- 
quent (n°39), 

Z* -+- z} = o, 

ce qui ne peut avoir lieu qu'en faisant à la fois 

z'=o et :,--o. 

Ce sont là les conditions nécessaires pour que l'ordonnée z devienne 
un maximum ou un minimum. 

Puisque z peut représenter une fonction quelconque de x et y, on 
en conclura, en général, que, pour qu'une fonction de deux variables 
devienne un maximum ou un minimum, il faut que ses deux fonctions 
primes relatives à chacune de ces variables soient nulles. 

Mais on peut parvenir directement à cette conclusion par la consi- 
dération des fonctions d'une seule variable, suivant la théorie du 
n° 24, et trouver en même temps les conditions nécessaires pour que 
le maximum ou minimum ait lieu. En efFet, z étant fonction de x et 
y, on peut supposer d'abord x donné et chercher le maximum ou mini- 
mum de z relativement à y; on aura pour cela l'équation 

z,= o, 



Digitized by 



Google 



SECONDE PARTIE.- CHAPITRE XI. 281 

et ensuite z„<o pour le maximum et > opour le minimum. Si donc 
on substitue dans z la valeur dey tirée de l'équation s, = o, cette quan- 
tité z deviendra une simple fonction de x et sera déjà un maximum ou 
minimum relativement à v. Il n'y aura donc qu'à la rendre encore un 
maximum ou minimum relativement à la quantité x, qui avait été 
supposée constante; or, y devant maintenant être regardée comme une 
fonction de x donnée par l'équation z = o, il est clair que la fonction 
prime de z relativement à a? ne sera pas simplement z\ mais z'-\-yz i% 
et sa fonction seconde, relative aussi à x, sera *"-+- 2y'z,-+-y' 2 z f ,-+-y"z Ê * 
en désignant toujours par y' et y" les fonctions primes et secondes de 
/ relativement à x. On aura donc 

*' + /"*,= o, 

et, comme on a déjà z t =o, cette seconde équation se réduira à z'=o, 
de sorte qu'on aura, pour la détermination de x et y, les deux condi- 
tions 

z'=o, *,= o, 

comme plus haut. 

Maintenant il faudra, de plus, que l'on ait z"-\-2y'z,-\-y*z i/ -\-y'z i <^o 
pour le maximum, et >o pour le minimum; mais, comme y doit être 
déterminée par l'équation z= o, y' le sera par son équation prime 

laquelle donne 

Ainsi l'on aura, pour le maximum, 

z' 2 

l "--r< ' 



et, pour le minimum, 






ou bien, puisque z w doit être aussi <o dans le premier cas et > o dans 
IX. 36 
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le second, il faudra que l'on ait, tant pour le maximum que pour le 
minimum, 

D'où Ton peut conclure que les valeurs de x et y tirées des équations 
3'=o et z t — o donneront un maximum ou un minimum suivant que 
l'on aura z v < ou > o, pourvu que Ton ait en même temps 

ce qui emporte, comme l'on voit, la condition que z" et z n soient de 
même signe. 

Donc, si z"z u — z, 2 = ou <o, il n'y aura ni maximum ni minimum, 
à moins que les fonctions tierces ne disparaissent aussi, auquel cas le 
jugement dépendra des fonctions quartes, et ainsi de suite. 

Il ne suffit donc pas, pour l'existence du maximum ou minimum, 
que l'on ait s"<o et *„<o ou s">o et *„><>, comme on pourrait le 
conclure du Chapitre XI de la seconde Partie du Calcul différentiel 
d'Euler. 

52. Il est facile d'appliquer la méthode précédente aux fonctions de 
trois variables. Supposons que u soit fonction des variables x, y, z; 
regardant d'abord x et y comme constantes et z seul comme variable, 
on aura, suivant la notation déjà adoptée (n° 92, I re Partie), 



pour la condition du maximum ou minimum, et ensuite „m<o pour 
le maximum et // w>o pour le minimum. L'équation t u = o donnera 
la valeur de z en x et y, qu'on substituera ou qu'on supposera substi- 
tuée dans la fonction w, moyennant quoi cette fonction, ne contenant 
plus que les deux variables x et y, retombera dans le cas que nous 
venons de résoudre. 

Pour construire des formules générales, on remarquera que, si u 
n'était qu'une fonction de x et y, on aurait pour le maximum et le mi- 
nimum les conditions 

«'r=o et u,~o; 
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ensuite pour le maximum h„<o et pour le minimum m /; >o, et 
enfin 

n'a,- «;*><> 

pour les deux cas. Mais, puisque u contient de plusz, qui est elle-même 
une fonction de x et y> les valeurs des fonctions désignées par u\ u t , 
u\ ... ne seront pas simplement exprimées par ces quantités, mais il 
faudra y ajouter les termes qui doivent provenir de la quantité s, 
regardée comme fonction de x et y. Ainsi, en prenant les fonctions 
primes et secondes de u, on trouvera que la quantité u devient 
i*'-h/is\ que la quantité u t devient u 9 + t uz t , que la quantité «/"devient 
u"-h2 t u'z'-h t uz"-+- M uz' 2 , que la quantité**,, devient u u -¥ i t uz t -¥ t uz u -^ u uz; 
et que la quantité u, devient u,+ ju, t z' + ju'z^ juz'.+jiz'z,. 

Donc on aura d'abord, pour le maximum ou minimum, les deux 
conditions 

M # -h / M5'=O t U t -+- f UZ t =O t 

de sorte qu'à cause de u = o on aura ces trois équations 

c'est-à-dire les trois fonctions primes de u relatives à x, r, z, chacune 
égale à zéro. 

Ensuite, à cause de ,k = o, on aura 

u„+z t u,z,-*- st uz?<o 
pour le maximum, et >o pour le minimum; et pour l'un et l'autre 

Mais, comme la valeur de z en x et y dépend de l'équation u~ o, 
on prendra ses deux équations primes suivant x et y, pour avoir les 
valeurs de z' et de z: on aura donc 



t u' + M uz'=o et t u,~\- u uz,^^o 9 



d'où l'on tire 



el z-. 
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On substituera donc ces valeurs, et, comme on a déjà trouvé „m<o 
pour le maximum, et >o pour le minimum, en multipliant la première 
condition par ji t on aura une quantité qui devra toujours être >o. 
Donc les conditions pour le maximum ou minimum se réduiront à 
ces trois-ci : 

u u<q pour le maximum et >o pour le minimum, 
„uu„- i u?'>o 



\ 
et 



(,««"-,«'»)(„««„-,!«?)> [ a uu l - l uu,)K 



On voit, par la marche de cette méthode, comment elle peut 
s'étendre à un plus grand nombre de variables, et l'on en peut 
d'abord conclure, en général, que l'on aura les équations du maximum 
ou minimum d'une fonction quelconque de plusieurs variables, en 
égalant à zéro les fonctions primes de cette fonction, prises relative- 
ment à chacune de ces variables, ce qui donnera autant d'équations 
que de variables. A l'égard des autres conditions nécessaires pour 
l'existence du maximum ou minimum, on les trouvera successivement 
par les principes et les formules que nous venons d'exposer. 

53. Pour donner un exemple de la méthode de maximis et minimis, 
supposons qu'on demande la plus courte distance entre deux lignes 
droites données de position dans l'espace. Soit pour l'une des droites 
l'abscisse x ; ses deux ordonnées seront de la forme a -+- bx et c -+- dx. 
Soit pareillement pour l'autre droite l'abscisse- y, prise sur le même 
axe; les deux ordonnées, rapportées aussi aux mêmes axes que celles 
de la première droite, seront de la forme A-t-B/ et C-hDy. Donc le 
carré de la distance entre les deux points qui répondent aux abscisses x 
et y sera exprimé par cette formule, 

[ x _ r )2 + ( fl -A+k- B/) 2 -h (c- - C -+- dx — Dj ) 2 , 
que nous ferons, pour plus de simplicité, égale a 2z. 
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En prenant les fonctions dérivées, on aura 

z' — (#— j-)-t- b(a — A -4- bx — tijr) -f d[c — C -+- dx — Dp), 

5 r = — (jt — y) — B(a~ A + 6* — Bjr) -D(f-C + dx — Dr), 

2" = I -+- * 2 4- </*, 

; ff =i + B» + D 5 » 
si =— i — ftB — tfD. 

Donc : i° On aura, pour la détermination des deux inconnues x et y % 
les équations 

x —y -h b[a — A -+- bx — Bj) -+- rf(c -C + Jj- Dp) = o, 
* — j- -h B(/i — A + bx — Bj) -+- D(e — C -h dx — D t r) — o. 

2° Puisque la valeur de z" est nécessairement positive, il ne pourra 
y avoir que le minimum, mais il faudra âe plus que l'on ait la condi- 
tion 

savoir 

(i + 6 2 + rf 2 ) (i -+- B 2 -f- D 2 ) - (i -4- bB -f- </D) 2 > o. 

Or c'est ce qui a lieu quelles que soient les valeurs de b, d, B, D, 
car la condition précédente peut se mettre sous cette forme : 

(&_B) 2 -+-(rf-D) 2 H-(&D-</B) 2 >o. 

Comme les équations en x et y sont linéaires, la détermination de 
ces quantités n'a aucune difficulté; nous ne nous y arrêterons pas, 
d'autant que ce problème est susceptible d'une solution géométrique 
fort élégante. 

54. On peut encore, dans la recherche des maxima et minima des 
fonctions de plusieurs indéterminées, considérer toutes les variables à 
la fois, ce qui est plus direct et plus lumineux. Soit, en effet, 

f[x,y, z,u, ...) 

la fonction proposée ; si l'on suppose que les quantités x,y,z,u f ... 
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aient déjà les valeurs convenables pour le maximum ou minimum, il 
faudra que, en substituant x-+-p, y+q, s+r, « + *, ... à la place 
de x, y, z, u, ... dans la fonction dont il s'agit, sa valeur devienne 
toujours plus petite dans le cas du maximum et toujours plus grande 
dans le cas du minimum, quelles que soient les valeurs de p, q, r, 
$, ... et quelque petites qu'elles soient : c'est ce qui résulte de la 
nature même du maximum ou minimum. 
Développons la fonction 

/( x -f- p, y -h q, z -h r. u -+- *, . . . ) 

suivant les puissances et les produits des quantités p, q % r, $ % .. . par 
les formules du théorème général (n° 78, I re Partie), et arrêtons-nous 
aux premiers termes de ce développement. 

Si l'on désigne simplement (ainsi que nous l'avons pratiqué jus- 
qu'ici) par/'(j?) f /'(j'), /'(a), /'(m), ... les fonctions primes de la fonc- 
tion f{x, r, s, u, . . .), prises relativement à x, y, z, w, . . . considérés 
séparément, et qu'on désigne de plus par f"(x), f"{x,y) % /"(j). 
/"(.r, z), f"{y* z) 9 f*(z), . . les fonctions secondes de la fonction 

f[x +lp, y-hlq, 2 4-Xr, u + ï.s, . ..), 

prises relativement à x seul, a x et y, à y seul, a x et z, à y et s, et 
ainsi de suite, on aura 

f(* + p>y-t-q> z + r > «-+-*t •••) 

r=f(x, y, s, u, . . .) +pf[x) -h qf'[ r ) + #■/'(*) + #/» 4-. . . 

+ ^J"[*)+pqf"[*>r) + i<7 2 /"(r) + WV> -) + Wi«) + î'/V. 5 > + ■ 

Le coefficient * désigne un nombre indéterminé compris entre o 
et i, et qui sera le même dans la même fonction, mais pourra être dif- 
férent dans les différentes fonctions. 

Donc il faudra que la quantité 

pf'[*) + qf[r) + 'f[*) + *f [»)+•-. 
+ kp*ri*)+pqf"[x>r) + ^ 2 /"(r) + • ■ • 
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soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum, 
en donnant h p, q, r, ... des valeurs quelconques aussi petites qu'on 
voudra. D'où l'on conclura d'abord, par un raisonnement analogue à 
celui du n° 25, que cette condition ne pourra être remplie, à moins 
que les termes multipliés par les premières puissances de p 9 q 9 r 9 . .. 
ne soient nuls chacun en particulier, ce qui donnera les équations 

/'(*)=o, f[r)=o 9 f(:) = o 9 /» = o, ..., 

qui sont communes au maximum et au minimum, et qui, étant en 
même nombre que les indéterminées x 9 y, z f u 9 . . ., serviront à déter- 
miner leurs valeurs. 

55. Mais, pour que ces valeurs donnent, en effet, un maximum ou 
un minimum, il faudra encore que la quantité restante 

soit toujours positive pour le minimum et négative pour le maximum, 
quelles que soient les valeurs de/?, y, r, ... et quelque petites qu'elles 
puissent être. 

Comme les fonctions/"^), /"(.r,j), ... qui multiplient les carrés 
et les produits des quantités p 9 q 9 r, . . . renferment elles-mêmes ces 
quantités, il pourrait être difficile, et peut-être impossible, de déter- 
miner les caractères nécessaires pour que la condition dont il s'agit ait 
lieu rigoureusement; mais j'observe que, si l'on suppose * = o, ces 
fonctions deviennent indépendantes de p 9 q 9 r, . . . et ont des valeurs 
déterminées, et l'on trouve alors, comme on le verra dans un moment, 
des conditions entre ces mêmes fonctions qui ne consistent que dans 
des inégalités entre des quantités composées de ces fonctions. Ces iné- 
galités, étant supposées avoir lieu. pour des valeurs déterminées de x 9 
y y z 9 ..., auront lieu encore, pour les valeurs peu différentes x-hlp 9 
j-h>y, z + \r f ... tant que les quantités \p 9 \q 9 \r 9 ... ne passeront 
pas certaines limites, qui pourront être aussi peu étendues qu'on vou- 
dra. Donc, puisque la condition exigée pour le maximum ou minimum 
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n'a besoin d'être remplie que pour des valeurs quelconques de p, q f 
r, ... aussi petites qu'on voudra, il s'ensuit qu'il suffira de satisfaire à 
cette condition dans le cas de \ = o\ par conséquent, on pourra sup- 
poser tout de suite >, =o, ce qui réduira les fonctions /"(#)» f"{x, y), 
/"{y), ... qui entrentdansla quantité ci-dessus ïp 2 f"(x)-hpqf"(x,y)-h. .. 
à n'être que les fonctions secondes de la fonction donnée/(.r, y,s, u, ...), 
prises relativement à x seul, à x et y, etc. 

56. Tout se réduit donc à trouver les conditions pour qu'une quantité 

de la forme 

A/> 2 4- hpq -+- Cq 2 -h Dpr -+- Eqr + Fr 2 -+- . . . , 

dans laquelle A, B, C, ...• sont des quantités données et/;, y, r, ... 
dénotent des quantités indéterminées, soit toujours nécessairement 
positive ou négative, quelles gue soient les valeurs de/;, q f r, 

Supposons qu'elle doive être toujours positive; il est évident que, 
pour le cas contraire, il suffira de prendre négativement les coefficients 

A, B, C, Puisque cette quantité ne doit jamais devenir négative, 

il s'ensuit qu'elle doit avoir un minimum positif; et, réciproquement, 
si elle n'a que des minima positifs, elle ne pourra jamais devenir néga- 
tive. Il n'y a donc qu'a chercher les conditions nécessaires pour que la 
quantité dont il s'agit ait des minima tous positifs. 

Suivant l'esprit de la méthode exposée ci-dessus (n° 52), on prendra 
les fonctions primes et secondes de la quantité proposée relativement 
à une seule Variable, comme p, et l'on supposera la fonction prime 
égale à zéro et la fonction seconde positive. On aura ainsi l'équation 

2kp -4- hq -h Dr -h . . .=: o 

et la condition A>o. 

On substituera la valeur de p tirée de l'équation précédente dans la 
quantité proposée, laquelle deviendra ainsi de la forme 
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On prendra de la même manière les fonctions primes et secondes de 
cette transformée relativement à une seule variable q, et, faisant la fonc- 
tion prime égale à zéro et la fonction seconde positive, on aura de nou- 
veau l'équation 

2Lj+M/'+Pi4-...~o 

et la condition L>o. * 

On substituera pareillement dans la transformée précédente la valeur 
de q tirée de cette équation; on aura la nouvelle transformée 

T/-2-f-Vr*-f-X5 2 -h... — o, 

dans laquelle les coefficients T, V, X, . . . seront donnés en L, M, N, . . ., 
comme ceux-ci le sont en A, B, C, . . . , et, continuant le même procédé, 
on aura l'équation 

et la condition T > o; et ainsi de suite. 

Maintenant il est aisé de voir que la dernière de ces transformées, 
celle qui ne contiendra plus qu'une seule des indéterminées/?, q, r, . . . 
et qui sera par conséquent de la forme Z,s 2 , sera elle-même le minimum 
de la quantité proposée, d'où il s'ensuit que les conditions pour que 
cette quantité ait un minimum positif seront 

A > o, L>o, T>o, ..., Z>o, 

et, comme les équations qui déterminent les valeurs de p, q, r\ ... 
sont toutes linéaires, on en conclura que ce minimum sera le seul qui 
puisse avoir lieu. Ainsi, le problème est résolu rigoureusement. 

Au reste, il est facile de voir que par ces différentes transformations 
la quantité proposée deviendra de la forme 

laquelle sera évidemment toujours positive ou négative, suivant que 
les coefficients A, L, T, ... le seront tous a la fois, et l'on voit en même 
temps par cette forme que les quantités A, L, T, ... pourront être 
nulles, pourvu qu'elles ne le soient pas toutes à la fois. 

IX. 3 7 



1 
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Les conditions que nous venons de trouver deviendront donc celles 
du maximum ou minimum de la fonction /( a?, j, z, u, . ..) en faisant, 
pour le minimum 

et pour le maximum 

A = -*/"(*), B = -/•(*,,■), C = -fT(7) 

H est facile de voir l'accord de ces résultats avec ceux du n° 52; mais 
la méthode précédente a l'avantage de fournir un moyen simple 
d'étendre ces résultats à un nombre quelconque de variables. 

57. Les principes exposés jusqu'ici sur la théorie de maximis et 
minimis conduisent a cette conclusion générale i Si, dans une fonc- 
tion quelconque des variables x, y, z, ..., on substitue à la place de 
ces variables les quantités x-±-p,Y + q* s-hr, . .., et qu'on développe 
la fonction suivant les puissances et les produits des quantités p 9 q, 
r, . .., les termes où ces quantités ne se trouveront qu'à la première 
dimension, étant égalés chacun séparément à zéro, donneront les équa- 
tions nécessaires pour que la fonction proposée devienne un maximum 
ou minimum; ensuite on considérera la quantité composée de tous les 
termes où p, q, r, ... formeront deux dimensions, et il faudra pour le 
minimum que cette quantité soit toujours positive, et pour le maximum 
toujours négative, quelles que puissent être les valeurs de p, q, r, — 

Si tous ces termes s'évanouissaient à la fois, il faudrait alors, pour 
l'existence du maximum ou minimum, que tous les termes où p 9 q, 
r, ... formeraient trois dimensions disparussent aussi à la fois, et que 
la quantité composée des termes où p, q f r, . . . formeraient quatre 
dimensions fût toujours positive pour le minimum et toujours négative 
pour le maximum, />, q, r, ... ayant des valeurs quelconques; et ainsi 
de suite : ce qui répond, comme l'on voit, au théorème du n° 25. • 

Nous avons donné ci-dessus un moyen simple pour trouver les con- 
ditions qui rendent une quantité de la forme 

Ap*-hJlpq ■+-... 
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toujours positive ou négative. On pourrait, de la même manière, cher- 
cher celles qui rendraient toujours positives ou négatives des quantités 
de la forme 

mais l'application de la méthode générale à ce cas serait sujette à des 
difficultés de calcul qui pourraient la rendre impraticable, et c'est là 
un problème d'Algèbre dont il serait à désirer qu'on pût avoir une 
solution complète. 

58. Nous avons supposé jusqu'ici que les variables qui entrent dans 
la fonction sont indépendantes les unes des autres; mais, s'il y avait 
entre elles une ou plusieurs équations, il faudrait commencer par éli- 
miner, au moyen de ces équations, autant de variables dans la fonction 
proposée; on chercherait ensuite la condition du maximum ou mini- 
mum par rapport aux variables qui seraient restées dans la fonction, 
(l'est la méthode qui se présente naturellement; mais on peut la sim- 
plifier beaucoup en conservant toutes les variables et réduisant l'éli- 
mination aux seules quantités/?, q, r, 

En effet, supposons qu'on ait entre les variables x, y, z % ... l'équa- 
tion de condition 

comme cette équation doit avoir lieu quelles que soient les valeurs de 
x, y, z, ..., elle aura donc lieu aussi en mettant a?+/?,j + y, z-\-r t ... 
à la place de x, y f z, . . .; par conséquent, on aura, par un développe- 
ment semblable à celui du n° 78 (I re Partie), l'équation 

p ?'(*) -+~q ?'(r) -+-'•?'(-; +• . • -+- ?p 2 ?"(*) +pq ?"{*> r) -+- *? 2 ?"(r) 4- . . .= o, 

d'où l'on pourra tirer la valeur de p en série, qu'on substituera dans 
le développement de la fonction qui doit être un maximum ou un mini- 
mum; ou bien on ajoutera simplement à ce développement la quan- 
tité qui forme le premier membre de l'équation précédente, multipliée 
par une quantité quelconque indéterminée qui pourra même être de la 

forme 

a -\- bp -h cq + dr -\- . . . -{- lp 2 -h mpq -h . . . , 
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les coefficients a, 6, c, ... étant indéterminés, et Ton égalera à zéro 
tous les termes qui contiendront la quantité /?, ce qui servira à déter- 
miner les inconnues a, b, c, 

Comme les équations du maximum ou minimum résultent de l'éva- 
nouissement des termes où les quantités /?, q, r, . . . ne sont qu'à la 
première dimension, il suffira d'égaler à zéro chacun de ces termes, ce 
qui donnera sur-le-champ les équations 

/'(*) + «?'(*) = °t /\'r)-+-«?'(rî = o . /'(*K<*?'( 5 ) = °. ■••> 

qu'on réduira ensuite à une de moins par l'élimination de l'inconnue a. 
A l'égard des termes où les quantités/?, y, r, ... formeront deux di- 
mensions, on déterminera, par les méthodes exposées ci-dessus, les 
conditions qui doivent avoir lieu entre les coefficients de ces termes, 
et l'on cherchera à satisfaire à ces conditions de la manière la plus 

générale, au moyen des quantités arbitraires b, c, d, 

Nous ne faisons ici qu'indiquer ces procédés, dont il sera facile de 
faire l'application; mais on peut les réduire à ce principe général : 
Lorsqu'une fonction de plusieurs variables doit être un maximum ou 
minimum, et qu'il y a entre ces variables une ou plusieurs équations, 
il suffira d'ajouter à la fonction proposée les fonctions qui doivent 
être nulles, multipliées chacune par une quantité indéterminée, et de 
chercher ensuite le maximum ou minimum comme si les variables 
étaient indépendantes; les équations qu'on trouvera, combinées avec 
les équations données, serviront à déterminer toutes les inconnues. 

59. On peut résoudre, par les mêmes principes, les questions où il 
s'agit de trouver des courbes qui jouissent, dans chacun de leurs points, 
de quelque propriété donnée de maximum ou minimum. 

Supposons, par exemple, qu'on demande la courbe dans laquelle la 
quantité que nous avons nommée K dans le problème du n° 15 soit un 
maximum ou minimum à chaque point de la courbe. Cette quantité 
est exprimée par la fonction 

[/ + [m - *)/][r + (« - *)/]• 
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et la question consiste à trouver la valeur de y en x qui rendra cette 
fonction un maximum ou minimum. Si les deux quantités y ety étaient 
indépendantes Tune de l'autre, on pourrait déterminer le maximum 
ou minimum relativement à chacune de ces variables; mais, comme 
ces quaatités dérivent Tune de l'autre et que leur relation demeure» 
inconnue tant que l'une d'elles n'est pas une fonction déterminée de x, 
on ne peut chercher le maximum ou minimum que par rapport à l'une 
de ces quantités, et il est naturel de prendre pour variable la quan- 
tité y' qui détermine la position de la tangente, en regardant les coor- 
données x et y comme données pour chaque point de la courbe. 

On prendra donc les fonctions primes et secondes de la fonction pro- 
posée relativement à la quantité y\ regardée comme seule variable, 
et, égalant à zéro la fonction prime, on aura sur-le-champ l'équation 

[>-+- [n — x)/](m — x) + [y + [m — x)/][n — x) = o t 
laquelle donne, comme dans le numéro cité, 

, [ix — m — n)r 

Y zrz — i 

J 2 [m — x)(n — x) 

pour l'équation de la courbe cherchée. 
Ensuite on aura la fonction seconde 

i ( m — x ) [ n — x ) , 

laquelle fait voir que le maximum aura lieu dans toute la partie de la 
courbe pour laquelle les deux quantités m — x et n — x seront de 
signes différents, et que le minimum aura lieu pour la partie ou m — x 
et n— x seront de même signe; de sorte que le maximum aura lieu 
pour toutes les valeurs de x comprises entre les limites m et n 9 et le 
minimum pour les valeurs de x qui tomberont hors de ces limites. 

L'équation trouvée pour la courbe étant du premier ordre, elle est 
susceptible d'une équation primitive avec une constante arbitraire, et, 
si on la met sous la forme 

?y i i 

y x — m x — n 
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on en déduira sur-le-champ cette équation primitive, 

i\ogy = Iog(x — m) -f- log(;r — n) -+- log/i, 
et, passant des logarithmes aux nombres, 

y* = li{x — m)[x — n), 

où A est une constante arbitraire. Cette équation est de la même forme 
que celle que nous avons trouvée dans l'endroit cité, ce qui doit être, 
puisqu'elles viennent Tune et l'autre de la même équation du premier 
ordre. En effet, l'équation trouvée ci-dessus pour le maximum ou mini- 
mum, étant multipliée par y 7 , a pour équation primitive 

[y -h [m - *}/][/ + (n - x)f] = K, 

K étant une constante arbitraire, et celle-ci, combinée avec la même 
équation pour en éliminer y\ donnera le résultat trouvé dans le même 
endroit. 

Donc, rapprochant cette solution de celle du n° 15, on en conclura, 
en général, qife les sections coniques ont non-seulement la propriété, 
déjà trouvée, que chaque tangente coupe sur les perpendiculaires éle- 
vées aux deux extrémités de l'axe des parties dont le produit est con- 
stant, mais encore celle-ci, que la position de la tangente à chaque 
point de la courbe, regardé comme donné, est telle que ce même pro- 
duit est un maximum pour l'ellipse et un minimum ou plutôt un maxi- 
mum négatif pour l'hyperbole. 

60. En général, si l'on demande la courbe dans laquelle une fonc- 
tion donnée de x, y>y\y'\ ... sera un maximum ou minimum, on 
pourra chercher le maximum ou minimum relativement à chacune des 
quantités y, y\ y", . .., ce qui donnera autant de solutions différentes, 
et l'on aura toujours, généralement parlant, pour la courbe cherchée, 
une équation du même ordre que la fonction proposée. 

Si cette fonction était une simple fonction des éléments a, 6, c, . . . 
du contact (n° 10), en cherchant le maximum ou minimum relative- 
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ment à la dernière des quantités y, y\y'\ ..., on trouverait nécessai- 
rement la même équation que l'on aurait pour le problème dans 
lequel on supposerait cette même fonction égale à une constante; c'est 
de quoi il est facile de se convaincre par l'analyse des n oa 20 et 18. En 
effet, en égalant à zéro la fonction prime de/(a, b, c, . . .), prise rela- 
tivement à la plus haute des fonctions dérivées y\ y\ ..., on aura la 
même équation que si Ton prenait, en général, la fonction prime de 

l'équation 

f{a,b, c, . . .) =consl. 

relativement à a?, y, y' , . . . , d'où l'on voit que ces deux genres de pro- 
blèmes, quoique fort différents dans le fond, conduisent néanmoins aux 
mêmes résultats et sont, par conséquent, susceptibles des mêmes solu- 
tions. Ainsi, on pourra appliquer ici tout ce qui a été dit dans les 
endroits cités. L'exemple du numéro précédent est, comme l'on voit, 
un cas particulier de ces mêmes problèmes. 
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CHAPITRE XII. 



DES QUESTIONS DE MAXltoïS ET MINIMIS QUI SE RAPPORTENT A LA METHODE 
DES VARIATIONS. DE L'ÉQUATION COMMUNE AU MAXIMUM ET AU MINIMUM, 
ET DES CARACTÈRES PROPRES A DISTINGUER LES MAXIMA DES MINIMA. 



61. Si le maximum ou minimum, au lieu d'être une fonction don- 
née de x 9 y>y\y'\ ....devait être la fonction primitive de celle-ci, 
regardée comme une fonction prime, alors il ne serait plus permis de 
traiter les quantités y, y\ y'\ ... comme indépendantes et isolées, 
parce que la fonction primitive d'une fonction de ces quantités dépend 
elle-même de la relation qu'elles peuvent avoir entre elles. Les pro- 
blèmes de ce genre sont ceux qui se rapportent au calcul connu sous 
le nom de calcul des variations ; ils ne demandent pas une analyse nou- 
velle, mais une application spéciale de l'analyse des fonctions que nous 
croyons devoir exposer ici, à cause de l'importance de la matière. 

Soit donnée la fonction /"(a:, y, y\ y", . . .), dans laquelle y est sup- 
posé une fonction de x; il est évident qu'on ne peut, généralement 
parlant, avoir la fonction primitive de cette fonction donnée, sans con- 
naître la valeur de y en x. Mais on peut chercher quelle devrait être 
cette valeur, pour que la fonction primitive de/(.r, y, y\ y'\ . . .) fût 
un maximum ou un minimum, en supposant que cette fonction soit 
nulle lorsque x aura une valeur donnée a, et qu'elle devienne un 
maximum ou tin minimum lorsque x aura une autre valeur don- 
née b. Il est évident que, en prenant y pour la valeur cherchée, il 
faudra, par la nature du maximum ou minimum, que la fonction pri- 
mitive de la fonction 

f[x, x + *>, / -»- «\ J* + &/', . . . )• 
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qui résulte de la fonction donnée, en mettant v-f-œ k la place dey, 
soit toujours, entre les mêmes limites de x, moindre dans le cas du 
maximum et plus grande dans le cas du minimum que la fonction 
primitive de f{x%y*y'*y"% . ••)» quelle que soit la valeur de œ, qu'on 
pourra regarder comme une fonction quelconque de x, et quelque 
petite que cette valeur puisse être. 

La fonctkm 

f{r,jr + *>,/ + «>',?'+<*; ...). 

étant développée suivant les puissances et les produits de o>, <*>', w", ..., 
d'une manière semblable à celle du n° 78 (P* Partie), deviendra 

/(*■/./■ J". • • + «/'(/) + «T(/) + <»"f'(r") +- • • 
+ WJ*[r) + *>"7"(r>r') + *"'7"(/) +■ • - 

où les quantités /'(v), /'(j'). f\y"\ ••• dénotent les fonctions primes 
de /"'(ar, j, y\y"f •• •) prises suivant j, y\ v", ..., et les quantités 
f(y)*f"(y*y')'f"(y')' •• • dénotent les fonctions secondes de ja fonc- 
tion f{xiy-\-\i», y'-f- W, j>-"-+- W, . . .) prises relativement à y seul, 
à yety't & y' seul, et ainsi de suite; le nombre \ est indéterminé ou 
plutôt inconnu, et peut être différent dans les différentes fonctions; 
mais il doit être le même dans la même fonction, et il doit toujours 
être renfermé entre les limites o et i . 

Donc il faudra que la fonction primitive de la quantité 



«/(r) + «T(/K»VV r ) 



./a 



+ T-Hr) + ««7"l*/) + -ï-rw + • • • 

ait toujours une valeur négative pour le maximum et une valeur posi- 
tive pour le minimum, quelque valeur qu'on donne à la fonction *> 
et aussi petite que cette valeur puisse être, en prenant cette fonction 
.primitive de manière qu'elle soit nulle lorsque x = a et y faisant 
ensuite x = b. 

Or, sans connaître la quantité <*>, on peut prouver qu'il est toujours 
possible de la prendre assez petite pour que la fonction primitive de la 
IX. 38 
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partie qui ne contient que les premières dimensions de w, <o\ to", . . . 
ait une valeur plus grande, positive ou négative, que la fonction pri- 
mitive de l'autre partie. Car, en substituant i% à la place deo>, a étant 
une quantité variable quelconque et * un coefficient constant, la pre- 
mière partie se trouvera toute multipliée par i et la seconde le sera 
par*' 2 , et leurs fonctions primitives seront aussi multipliées par i et par 
/*; et il est visible qu'on pourra toujours donnera i une valeur assez 
petite pour que la première de ces fonctions surpasse la seconde, du 
moins tant qu'elle ne sera pas nulle. D'où l'on conclura qu'on pourra 
toujours prendre la quantité w assez petite pour que la valeur totale de 
la fonction primitive dont il s'agit soit nécessairement positive ou néga- 
tive, suivant que celle de la première partie de cette fonction le sera. 
Mais il est visible que celle-ci doit changer de signe en changeant le 
signe de la quantité o>. Donc il sera impossible que la fonction totale 
soit constamment positive ou négative, indépendamment de la valeur 
de a>, a moins que la fonction primitive de la partie qui ne contient que 
les premières dimensions de w, <*>', o>", ... ne soit nulle, quelle que soit 
la valeur de w. Donc le maximum ou minimum ne pourra avoir lieu, à 
moins que la fonction primitive de la fonction 

«/ r (r) + «7 / {/) + « -, /'(/ t )+--- 

ne soit nulle, quelle que soit la valeur de w. 

Cette fonction étant nulle, il faudra alors que la fonction primitive 
de l'autre partie 

Wf'[r) + ™'f"[r>r) + *»'*/'[/) +• - • 

soit positive pour le minimum et négative pour le maximum, en don- 
nant à co une valeur quelconque aussi petite qu'on voudra. 

62. Pour satisfaire à la première de ces conditions de la manière la 
plus générale, nous remarquerons que, puisque la quantité « doit 
demeurer indéterminée, la fonction primitive de la fonction 



Digitized by 






SECONDE PARTIE. - CHAPITRE XII. 299 

ne peut être que de la forme 

a -f- w|3 -f- &)'y H- o/'o -h . . . , 

où la plus haute des fonctions dérivées i»\ <o", . . . sera d'un ordre 
moindre que dans la fonction proposée; c'est de quoi il est facile de se 
convaincre avec un peu de réflexion sur la forme des fonctions dérivées. 
Prenant donc la fonction prime de cette quantité, en regardant a, p, 
y, . . . comme des fonctions de x y y étant supposé aussi fonction de .r, 

on aura 

a -h wjy -f- 0/(3 -f- /) + w*(y + a')+..., 

et, comparant avec la fonction proposée, on aura 

La première équation donne a égal à une constante arbitraire; les 
autres équations serviront à déterminer p, y, à, . .., et, comme il est 
facile de voir que le nombre de ces quantités est nécessairement 
moindre d'une unité que celui des (équations, il en résultera une équa- 
tion de condition qui devra être satisfaite pour que le maximum ou 
minimum ait lieu. 

Pour cela, il n'y a qu'à mettre ces équations sous cette forme 

P'=/'(r). P + r =lf[SÏÏ> y' + ^C/V)]". ••-. 

en prenant les fonctions primes de la seconde, les fonctions deuxièmes 
de la troisième, et ainsi de suite; retranchant ensuite alternativement 
l'une de l'autre, on aura 

f'(r) - [/'(/)]' + [/'(r")] ,/ -[/'(r' 7 )r+- • ■ = <>, 

où les traits appliqués aux parenthèses dénotent les fonctions primes, 
secondes, etc. des quantités renfermées entre ces parenthèses. 

Cette équation sera donc commune* au maximum et au minimum, et 
servira à déterminer la valeur de y en fonction de x\ elle sera, comme 
il est aisé de le voir, d'un ordre double de celui de la fonction 
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63. Les mêmes équations 

donneront, par un procédé semblable, 



Soit, pour abréger, 

Q — w ^ -h &)'y + oi"<3 -h ... ; 

la fonction primitive de la quantité <*f'(y)-\-v>f\y) H-. . . sera a-hi>, 
et, comme cette fonction doit être nulle lorsque x = a, si Ton dénote 
par A la valeur de Q qui répondra à x = a, on aura, puisque a est une 
constante arbitraire, a-4-A=o, et par conséquent a = — A. On aura 
donc û — A pour la fonction primitive, qui doit être nulle, en vertu du 
maximum ou minimum, lorsque x = b. Si donc on dénote encore par B 
; la valeur de £2 qui répondra à x~ b, on aura l'équation 

B - A = o, 

à laquelle il faudra satisfaire par le moyen des constantes arbitraires 
qui entreront dans l'expression de y qu'on déduira de l'équation 
trouvée ci-dessus, en ayant égard d'ailleurs aux conditions spéciales 
du problème. 

Ainsi, par exemple, si la valeur de y est donnée pour les valeurs cr , 
b de oc y alors la valeur de <*> sera nulle dans les deux quantités A et B ; 
si, de plus, la valeur de y était aussi donnée pour les mêmes valeurs 
de x, les valeurs de to' seraient aussi nulles dans A et B; et ainsi de 
suite. 

Les quantités o>, <•/, o/, . . . étant réduites au plus petit nombre pos- 
sible tant dans l'expression de A que dans celle de B, on égalera k 
zéro le coefficient de chacune de celles qui resteront pour satisfaire à 
l'équation B — A = o f indépendamment de ces quantités. 
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64. Ayant ainsi satisfait à la première condition, il ne restera plus 
qu'à remplir l'autre condition, qui consiste en ce que la fonction pri- 
mitive de la quantité 

WWr) + w f"[y, y) + K 2 /"(/) + • • • 

doit être, entre les mêmes limites a et b de x, toujours positive pour le 
minimum et négative pourrie maximum, en supposant que la valeur 
de a) soit quelconque et aussi petite qu'on voudra. 

Je remarquerai d'abord ici que, quoique les fonctions /"(y) , 
/"(j, y') 9 ••• renferment essentiellement les quantités to,V, ... (n°61), 
on peut prouver, par un raisonnement semblable à celui du n°55, qu'il 
suffira, pour le maximum ou minimum, que la condition dont il s'agit 
soit remplie en supposant le coefficient "k égal à zéro, ce qui fait dispa- 
raître ces quantités des fonctions dont il s'agit, en sorte que ces fonc- 
tions ne seront plus alors que les fonctions secondes de la fonction 
f{ x *y*y*y* •••)♦ prises relativement ày seul, ày ety', à y' seul, etc., 
et auront, par conséquent, des valeurs déterminées en r, y, y' 

Cela posé, si l'on rappelle ici le théorème que nous avons démontré 
dans la première Partie (n° 38), on en conclura que la condition dont 
il s'agit serait satisfaite si la proposée 

W/"(r) + »•!'/'(/./) +■•• 

était telle qu'elle fût constamment positive ou négative pour toutes les 
valeurs de x, depuis x=a jusqu'à x = b f indépendamment des quan- 
tités to, c*/, <«/', . . ., et, comme nous avons donné plus haut (n° 56) les 
conditions les plus générales pour qu'une quantité de la forme dont il 
s'agit soit nécessairement positive ou négative, il n'y aura qu'à exa- 
miner si ces conditions ont lieu dans la quantité dont il s'agit. Si elles 
n'avaient pas lieu ou si elles n'avaient lieu que dans une partie de cette 
quantité, il faudrait alors chercher la fonction primitive de l'autre par- 
tie et la rendre nulle, ou au moins positive pour le minimum et néga- 
tive pour le maximum, indépendamment des quantités <*>, <o' f a>", 
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65. Pour simplifier la solution de cette question, nous supposerons 
d'abord que la quantité proposée ne renferme que les carrés et les pro- 
duits des deux quantités <*>, o>'; on verra aisément que la même mé- 
thode s'étend aux cas plus compliqués, et nous représenterons par cette 

formule 

w 2 M-f- WN-hw' 2 P 

la partie de la même quantité qui est toujours positive ou négative 
entre les limites x — a, x = b; l'autre partie sera 

« a [ir(r) - M] + ™>'[/"(r>r') - N] + «''[i/'î/r- n 

dont il faudra chercher la fonction primitive, et il est facile de s'assurer 
d'avance que, pour que la quantité t*> demeure indéterminée, cette 
fonction ne pourra être que de la forme |i.-+-o> 2 v; prenant donc sa 
fonction prime et comparant terme à terme avec la précédente, on 
aura 

^'=0, *' = i/'(r)-M, ™=/*(r,r')--N f o = $/*(/)■-*• 

La première de ces équations donne p. égale à une constante arbi- 
traire, et les trois autres serviront à déterminer les valeurs de M, N, P, 
qui seront 

et il faudra que ces valeurs satisfassent aux conditions qui résultent 
des formules du n° 56. Or, en prenant les quantités <*>' et <*> a la place 
des quantités/? et y, et par conséquent P, N, M à la place d^A, B, C, 

et faisant T = M— y-p» on aura pour le minimum les deux conditions 

P > o et T > o, et pour le maximum les conditions opposées P <o et 
T<o, ou bien l'une des deux quantités P, T égale à zéro, tant pour 
le minimum que pour le maximum, et ces conditions devront avoir 
lieu pour toutes les valeurs de x, depuis x = a jusqu'à x = b, pour que 
la quantité o> ' 2 P-f- o>co'N -4- t*> 2 M soit constamment positive dans le 
premier cas et négative dans le second entre ces mêmes limites. 
Comme la quantité P est donnée, elle indiquera tout de suite le maxi- 
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mum ou minimum; mais on n'en sera assuré que par l'autre con- 
dition T> ou <o, ou bien =o pour les deux cas. 

6fi. De plus, et c'est ici une condition bien essentielle, il faudra que 
les quantités M, N, P ne deviennent point infinies entre les mêmes 
limites, pour qu'on puisse être assuré que la fonction primitive de la 
quantité dont il s'agit sera nécessairement positive ou négative, d'après 
le théorème du n° 38 de la première Partie; car ce théorème, étant 
fondé sur la nature du développement des fonctions en séries des puis- 
sances positives de la quantité ajoutée à la variable, est nécessairement 
sujet aux exceptions attachées à la forme de ce développement, que 
nous avons examinées h° 30 (I re Partie) et n° 13 ci dessus; il pourra 
donc être en défaut si les fonctions dérivées de la fonction primitive 
deviennent infinies, parce qu'alors le développement n'aura plus la 
même forme; c'est ce qui arrivera nécessairement lorsque la fonction 
primitive passera du positif au négatif par l'infini, comme les tangentes 
des angles; alors, pour la valeur de x répondant à ce passage, le 
développement de la fonction de x-\-i aura son premier terme de la 
forme Ai'", m étant un nombre impair négatif, et la fonction prime 
ainsi que toutes les suivantes seront infinies. Dans ce cas, la fonction 
primitive pourra changer de signe, quoique sa fonction prime conserve 
toujours le même signe. 

Pour en voir un exemple bien simple, il n'y a qu'à considérer la 

fonction J_ i qui est =i lorsque x = ^ et = — 2 lorsque ,r — 2; 

cependant sa fonction prime ,— -_-— — est toujours positive tant que ,r 

a une valeur réelle. Ici la fonction primitive et toutes ses dérivées 
deviennent infinies lorsque x=i. 

C'est une modification à apporter au théorème dont il s'agit, mais 
qui n'influe point sur la conclusion qu'on en a tirée dans le n° 39. 

67. Ayant satisfait à ces conditions, on aura la fonction primitive 
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dans laquelle p. est une constante arbitraire qu'on déterminera en 
sorte que la fonction soit nulle lorsque x-=a. Supposons w 2 v = (a), 
et soit (A) la valeur de (a) lorsque x=za; on aura [a = — (A). Ainsi 
la fonction primitive dont il s'agit sera 

(U)-(A), 

laquelle devra être nulle ou positive pour le minimum et négative pour 
le maximum, en faisant x = b. Soit donc (B) la valeur de (a) lorsque 
.r = i; il faudra que l'on ait (B) — (A)>ou<o pour le minimum ou 
le maximum, ou =o pour les deux cas, indépendamment de la valeur 
de o>, qui doit demeurer indéterminée. 

Si la valeur de y est donnée pour les valeurs a et b de x, la valeur 
correspondante de tu étant alors nulle, on aura (A) = o, (B)~o, et la 
condition précédente sera remplie tant pour le maximum que pour le 
minimum. Mais si les valeurs de y ne sont pas données, alors il fau- 
dra que l'on ait, pour le minimum, v= ou >o lorsque x = b et 
v = ou <o lorsque x = a; et, pour le maximum, v= ou <o dans le 
premier cas et v= ou >o dans le' second. 

A Tégard de la valeur de la quantité v, elle dépend simplement de la 

condition T ou M— ^>o pour le minimum et <o pour le maxi- 
mum. Cette condition sera donc, en substituant les valeurs de M, 

N, P, 

^ (r) , v ^ C/W^^] 2 > 0U<O, 

et l'on pourra prendre pour v une fonction quelconque de x qui y 
satisfasse. 

Ce qu'il y aurait de plus simple, ce serait de supposer la quantité T 
nulle (n° 65), ce qui donnerait l'équation 

4MP-N* = o, 
savoir 

f"lr')U"Lr) - «'] - [/"(r,/) - «p = o, 

par laquelle on pourrait déterminer la valeur de v, et le maximum ou 
minimum dépendrait simplement du signe de la quantité P ou jf"(y). 
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On aurait de cette manière le même résultat que donne la méthode 
proposée, dans les Mémoires de V Académie des Sciences de 178G, pour 
distinguer les maxima des minima dans le Calcul des variations. Mais, 
d'après ce que nous avons dit ci-dessus, il faudrait, pour l'exactitude 
de ce résultat, qu'on pût s'assurer que la valeur de v ne deviendra point 
infinie pour une valeur de x comprise entre les valeurs données a et b, 
ce qui sera le plus souvent impossible, par la difficulté de trouver 
l'équation primitive en v et x. Sans cette condition, quoique la quan- 
tité 

M*M-h«»'N + &/*P 



devienne alors de la forme 






et qu'elle soit, par conséquent, toujours positive ou négative, suivant 
que la valeur de P le sera, on ne sera jamais certain de l'état positif ou 
négatif de sa fonction primitive. 

68. Pour en donner un exemple qui pourra servir en même temps 
d'application de la méthode que nous venons d'exposer, supposons que 
la fonction /(.r, j, v', . . .), dont la fonction primitive doit être un maxi- 
mum ou minimum, soit 

y 2 4- *>. my'y -+- ny 2 ; 

en prenant les fonctions primes et secondes, on aura 

/'( r) = *(m/-h n/), /'(/) = i[y -t- my), 

substituant ces valeurs dans l'équation générale du n° 62, qui, dans ce 
cas, se réduit à 

f'ir) -If'ir'ïï = 0, 



on aura 



?. ( m y' H- ny) — r >. [y — my') — o, 



savoir 



IX. 3c> 
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pour l'équation du maximum ou minimum. Cette équation est suscep- 
tible de la méthode du n° 55 (P* Partie) et donne sur-le-champ 

g et h étant deux constantes arbitraires; si n était une quantité néga- 
tive — — k' y alors on aurait, en prenant d'autres constantes arbitraires 
g et /*. 

Supposons, pour plus de simplicité, que les valeurs dey soient don- 
nées pour les deux valeurs extrêmes a et b de x\ les quantités A et B 
seront nulles d'elles-mêmes, et l'équation B =A sera satisfaite (n° 63); 
on déterminera donc les constantes a et b de manière que y ait les 
valeurs données lorsque x = a et x— b. 

Maintenant, nous aurons, par les formules du n° 65, 

M — n — v' , N — •> [ m — v ) , P — i , 

d'où l'on voit que, puisque P est >o, il n'y a que le minimum qui 
puisse avoir lieu. Mais cette condition ne suffit pas pour assurer l'exis- 
tence du minimum; il faudra de plus que l'on ait 

N 2 

M — 7-rr > O OU = O. 

4P 
Soit : i° M— 7"p><>; on aura 

n — v' — [m — v) 2 > o, 

en prenant pour v une quantité qui ne devienne point infinie entre les 
limites a et b de .r. Si la valeur de n est positive, il est clair qu'on peut 
satisfaire a cette condition en faisant v = m; ainsi on sera assuré, dans 
ce cas, de l'existence du minimum, puisque les deux quantités (A) et 
(B) sont d'ailleurs nulles par l'hypothèse que les valeurs de y sont 
données pour x = a et =b (n° 67). Mais, si n est négative et = — i* 9 
on aura alors la condition 

— v> A'-h- [m — v) 2 , 
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et il n'est pas aisé de trouver une valeur satisfaisante de v, ni même de 

s'assurer qu'on pourra la trouver. 

-, • N 2 

Soit : 2° M— ^n =o; on aura 
4P 

-V = Jr* + (/M — v)*. 
Je suppose 

j'aurai 



m — v — kp; 



o 

j = i -4- p\ 



ce qui donne 



h, 



et, prenant les fonctions primitives des deux membres, 

angle tangp = k x -+- d, 

savoir 

p — tangj/i x-t-d) f 

d étant une constante arbitraire. Cette valeur devient infinie lorsque 
£.r-f-rf = à l'angle droit, ou k trois angles droits, ou etc. Donc on ne 
sera pas assuré de l'existence du minimum si la quantité {b — a)k est 
plus grande que la valeur de deux angles droits. 

En effet, pour que le minimum ait lieu en général, il faut (n° 64) 
que la fonction primitive de la quantité 

soit positive, quelle que puisse être la valeur de <*>. Supposons 
co = isin^r; cette quantité deviendra 

/ 2 (/isin 2 .r-f- im sinx cos.r-hcos 2 .r)~/ 2 ( 1 cosax-f- m sin^x) . 

dont la fonction primitive est 

... / 1 -+• n i — n . m \ 

i 2 \ x -\ -. — sinix cos*2X -f-r, 

\ '2 4 i j 

c étant la constante arbitraire qu'on déterminera de manière que la 
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fonction primitive soit nulle lorsque jr = a; ensuite on fera x = b. 
Donc, si Ton suppose a = o et b égal à deux angles droits, afin que la 
valeur de a> soit nulle lorsque j* = aet =b suivant l'hypothèse, on 

aura r— -, et la valeur complète de la fonction primitive dont il 

s'agit sera 

i-'fi-wiD, 

I) représentant l'angle droit; et il est visible que cette valeur pourra 
devenir négative lorsque n = — i 2 , en prenant k > i . 

69. Supposons maintenant que la quantité qui renferme les secondes 
dimensions de a>, w\ ... contienne aussi a>", en sorte qu'elle soit de 
la forme (n°61) 

k»*r(r) +- ™'f"ir>/) + i« Wî + »» m rir*) *) + »'»Ti/o') + XVV, ; 

nous prendrons 

o>* M -h ww'N -+- w'»P + w^Q + &/«" R 4- m"* S 

pour la partie de cette quantité qui doit être assujettie aux conditions 
de la formule du n" 56, et il faudra que la différence de ces deux quan- 
tités soit susceptible d'une fonction primitive indépendamment de la 
quantité w. Cette fonction ne pourra donc être que de la forme 

y. -h w 2 v -f (ûto'ta -h 0)' 2 p, 

et l'on trouvera, par la comparaison des termes, les équations 

jtx' = o, 

v'-s/'Lr) -m, 

a V-+-© =/'(,?",/) — Nf 
w +P'=l/'l/) -P. 
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lesquelles donnent [l égale à une constante arbitraire, ensuite 

M = i/'(rî -*% 

N =f"{y>r')-'>' v — ™'> 

où les trois quantités v t gt, p demeurent indéterminées; mais il faudra 
les prendre telles qu'elles satisfassent aux conditions auxquelles 
doivent être assujetties les quantités M, N, P, ..., et qu'on peut déduire 
du n° 56, en prenant les quantités o>", a/, o> à la place des quantités/;, 
q, r. Ainsi, si l'on fait 

T = P * V = N-§Î. 

4$ 2b 

Q 2 , V* 

X — M — 7-^ » Y — X — y=-, 9 

4 s 4,1 

les conditions pour le minimum seront S>o,T>o et Y>o, et, pour 
le maximum, S<o, T<o, Y<o; et ces conditions devront avoir lieu 
pour toutes les valeurs de x, depuis x = a jusqu'à x = b. La valeur de S 
indiquera le maximum ou minimum; mais on n'en pourra être assuré 
que par le concours des deux autres conditions. De plus, il faudra que 
les quantités M, N, P, Q t R, S ne deviennent jamais infinies entre les 
mêmes limites, par les raisons exposées plus haut (n° 66). 
Enfin il faudra que, en supposant 

(12) = (ù-v -h ww'bj -4- &)' 2 p, 

et prenant (A) et (B) pour les valeurs de (Q) qui répondent à x — a et 

x = b, la quantité (B) — (A) soit positive pour le minimum et négative 

pour le maximum, indépendamment des valeurs de w et de g/ (n° 67). 

On suivra les mêmes procédés pour les fonctions plus compliquées. 
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70. Si les valeurs de v, v', . . . n'étaient pas données pour les valeurs 
a et b de .r, mais qu'il y eût seulement, par la nature du problème, une 
relation entre ces quantités, représentée par l'équation 

alors, suivant les principes du n° 58, il n'y aurait qu'a ajouter à la 
fonction, qui doit être positive pour le minimum et négative pour le 
maximum, la quantité 

multipliée par un coefficient indéterminé I\ et traiter ensuite les quan- 
tités o>, o/ comme indépendantes. Ainsi, si la condition dont il s'agit 
doit avoir lieu pour la valeur de x = a % on ajoutera aux deux quantités 

A et (\) (n' 8 63, 67) les quantités 

r[«?'ir) +«'?'(/)+■■■] 

et 

r[i« 8 ^r} + «»'?V./ ) + ■■■]■ 

rapportées à la même valeur de x\ et, si cette condition devait avoir- 
lieu pour la valeur x = b, on ajouterait aux valeurs de B et de (B) les 
mêmes quantités rapportées à x = b. 

On suivrait le même procédé pour chacune des conditions données, 
s'il y en avait plusieurs. 
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CHAPITRE XIII. 



EXTENSION DE LA MÉTHODE PRÉCÉDENTE AUX FONCTIONS D IN NOMBRE QUELCONQUE 
DE VARIABLES. PROBLÈME DE LA BRACHISTOCIIRONE. CARACTÈRES POUR DISTINGUER 
SI UNE FONCTION PROPOSÉE EST OU NON UNE FONCTION PRIME, OU EN GÉNÉRAL 
UNE FONCTION DÉRIVÉE D*UN CERTAIN ORDRE. 



71. La fonction proposée, dont la fonction primitive doit être un 
maximum ou un minimum, pourrait contenir, outre les variables ,r 
et y, une troisième variable s, indépendante des deux autres; on opére- 
rait alors, relativement à cette variable, comme on a fait relativement 
à y. Ainsi, en désignant la fonction proposée par 

on y substituera k la fois les quantités y -h <o et s-t-£ a la place de y 
et z f et il faudra, après le développement, que la fonction primitive de 
la partie qui ne contiendra que les premières dimensions de w, o>\ 
o/\ ..., 'C, £' f ^"» ... soit nulle, et que la fonction primitive de la par- 
tie qui contiendra les secondes dimensions de ces mêmes quantités 
soit positive pour le minimum et négative pour le maximum, indépen- 
damment des quantités <*> et £. 

De là, par une analyse semblable à celle du n° 62 et en conservant 
aussi pour les fonctions primes relatives à z, z\ c", ... une notation 
semblable à celle que nous avons employée relativement à y, y\ 
v", . . ., on aura ces deux équations, 

/'(.r)-[/'(/)T-[/Lr' / )] // -..-o, 
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<]ui serviront à déterminer le* quantités y et z en fonction de x. En- 
suite il faudra, relativement aux quantités z et £, satisfaire à des con- 
ditions semblables à celles qu'on a trouvées par rapport kj et o>; c'est 
un détail qui nous mènerait trop loin et que le lecteur peut sup- 
pléer. 

On voit par là que, s'il y avait une quatrième variable */, on aurait, 
relativement à cette variable, une équation semblable à celles qui 
répondent aux variables y et z; et ainsi de suite. 

72. Mais si, dans la fonction /(j?, v, y', . .., z, z\ . ..), la quantités 
dépendait des quantités x et y d'une manière quelconque donnée par 

l'équation 

<t(x,r f /, . ..,r, z' f .. .) = o, 

alors, suivant les mêmes principes du n°58, on ajouterait* simplement 
la fonction ç(a\ v,v', ..., s, 5', . . .), multipliée par un coefficient indé- 
terminé et variable A, à la fonction proposée /( .r, y, j', . . ., z 9 z\ . . .), 
et l'on chercherait, par les méthodes exposées, le maximum ou mini- 
mum de la fonction primitive de cette fonction composée, en regardant 
les quantités y et z comme indépendantes. Ainsi, on trouvera d'abord, 
pour le maximum ou minimum, les deux équations 

/'(r) -[/'(/)]'+ [/'(/ , ;] ,/ — ^^?'(r) -[A ?'(/)]'+ [A ? ^ir-...= o t 
■/'(*) -[/1 *')]'+ [^^ 

d'où, éliminant la quantité A, on aura une équation qui, combinée avec 
l'équation donnée 9 (a?, v,r\ . .., z, z ', . . .ï = o, servira à déterminer 
les valeurs de y et 5 en fonction de x. 

Enfin, si la fonction primitive de la fonction f{x, y, y', ...) ne devait 
être un maximum ou un minimum qu'autant que la fonction primitive 
d'une autre fonction <p(;r, % y, v y\ . ..) serait donnée entre les mêmes 
valeurs a et b de x, il n'y aurait qu'à chercher le maximum ou mini- 
mum de la somme des deux fonctions primitives, après avoir multiplié 
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la seconde par un coefficient indéterminé indépendant de a?, c'est-à-dire 
le maximum ou minimum de la fonction primitive de 

en regardant A comme une quantité constante. De cette manière, ou 
aura d'abord l'équation 

f(r) - [/'(/)]'+ [/'(**)]"-..• + A 9 '(rî - A[ 9 '(r')]'+ A[ ? '(/')r-.-.- o, 

et Ton déterminera la constante A de manière que la fonction primitive 
de tf(x 9 y, y', ...), prise depuis x = a jusqu'à x = b, soit donnée; et 
ainsi du reste. 

73. Les problèmes de la brachistochrone et des isopérimélres, pro- 
posés et résolus d'abord par les deux frères Bernoulli, ont ouvert la 
route pour traiter ce nouveau genre de questions de maximis et mini- 
mis. On a trouvé ensuite successivement des méthodes plus générales 
et plus simples, et l'on est parvenu enfin au Calcul des variations, qui 
parait ne rien laisser à désirer sur ce sujet. Comme les équations trou- 
vées plus haut (n U8 62, 70) sont les mêmes, à la notation près, que celles 
qui résultent de ce Calcul, nous pourrions nous dispenser de les appli- 
quer à des exemples; mais ij ne sera pas inutile de montrer encore, par 
un exemple connu, l'usage des règles pour distinguer les maxima et 
minima, et s'assurer de leur existence. 

Nous reprendrons pour cela le problème de la brachistochrone, ou 
ligne de la plus vite descente, à cause de sa célébrité; il consiste, 
comme l'on sait, à trouver la courbe le long de laquelle un corps pesant 
descendrait dans le moindre temps d'un point donné à un autre point 
donné et placé dans une verticale différente. Comme, par les principes 
de la Mécanique, la fonction prime du temps est égale à la fonction 
prime de l'espace divisée par la vitesse, et que, dans les corps qui 
tombent par la pesanteur, la vitesse est toujours proportionnelle à la" 
racine carrée de la hauteur d'où ils sont censés être descendus, si l'on 
rapporte aux trois coordonnées rectangulaires x, y, z la courbe décrite 
ix. 4o 
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par le corps, et qu'on prenne les abscisses x verticales, la vitesse sera 

proportionnelle à \h-ha:, et yji -h v' a -+-3'* sera la fonction prime de 

y ~* '■î 
Tare de la courbe ^n° 37); ainsi " h, !!!_ -^- sera proportionnelle à la 

y 7j -i- x 

fonction prime du temps, dont la fonction primitive devra être un 
minimum. On aura donc 



y/i + i 



donc, prenant les fonctions primes, on aura 



V / ÂTïy / i -+-/ 2 -\- z" 1 

/';.-'■-„, f{z') = - r .. ; ' = ,. , 

V 'À -4- X y l -h J - -h Z - 

et Ton aura (n° 70) les deux équations 

\y'A -h A* y I +/ 2 4- s' a / 

f »' V— 

lesquelles donnent d'abord ces deux-ci du premier ordre, 



:/!?. 



y7l H-Xy I H-/ 2 -4-3' J 

"v =— — = ", 

y/i -t-x y'l + r î -f3' 2 

m et /t étant deux constantes arbitraires. 



0Z 



En divisant ces deux équations Tune par l'autre, on a -* , — — -, donc 
z = —i et, prenant l'équation primitive, on aura 
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/ étant une nouvelle constante arbitraire. Cette équation étant à un 
plan vertical, puisque l'abscisse verticale x ne s'y trouve pas, fait voir 
que la courbe cherchée est toute dans ce plan; ainsi, en prenant l'axe 
des y dans ce même plan, on pourra supposer z = o, en faisant / et 
n =o, et l'on aura pour la courbe cette équation unique entre les coor- 
données x et y, 



v'/i -h x y i -t-y* 



=zm 9 



d'où l'on tire 



m \/h -+- x 

yi — ni 1 Jl -+- x ; 



équation a la cycloïde, les abscisses x étant prises sur le diamètre du 
cercle générateur et les ordonnées y perpendiculairement à ce dia- 
mètre. 

Puisqu'on suppose que les deux points extrêmes de la courbe sont 
donnés, les quantités w et * répondant à ces points seront nulles, et les 
valeurs des quantités À et Baseront nulles aussi en prenant a elb pour 
les valeurs de x qui répondent à ces points; ainsi la condition B — A=o 
sera remplie. Si l'on faisait d'autres hypothèses relativement à ces 
points, on trouverait d'autres résultats; nous ne nous y arrêterons pas, 
parce que ces différentes questions ont été déjà discutées et résolues 
par les principes du Calcul des variations. Mais il faut voir ce que 
donnent les termes où les quantités o> et £ monteront à la seconde 
dimension et dont la fonction primitive doit être positive pour que le 
minimum ait effectivement lieu. 

Comme la fonction proposée /(«r, y, v y\ ..., s, s\ .. .) ne contient 
point, dans le cas présent, les variables y et z, mais seulement leurs 
fonctions primes^' et z\ il est facile de voir que les termes dont il 
s'agit seront simplement de la forme 

!«"/"(/) + »'5'/V. *'}+«'*/*{*'). 
et l'on trouve, en prenant les fonctions primes des quantités /'(y) et 
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f\z) relativement à y' et z\ 

. _L_ -'2 

/*(=') = 







."+/' 


-4- 


:t 


V 7l 


-t- jr 








.r-v 










(,+/* 


-f- 


j 


V/A 


+ J 


3*2)2 






i+/ 2 







5 



V'A+2'(l+/ 2 +z' 2 ) 2 

(le sorte que la quantité dont il s'agit deviendra 

r~= r-" — ' 

2VA + ^ii+/ 2 +:' 2 ) 2 
laquelle peut se mettre sous cette forme, 

o/ 2 -f é^+'Vs'- £V) 2 

: __ : _, 

1 y/7l-hX [l -r/ 2 -h Z" 2 )* 

où Ton voit que cette quantité a d'elle-même la propriété d'être tou- 
jours nécessairement positive, quelles que soient les valeurs de co et Ç; 
et, comme d'ailleurs elle ne saurait jamais devenir infinie tant que y' et 
z ne seront pas infinies, il s'ensuit que le minimum aura nécessaire- 
ment lieu dans la cycloïde. 

Nous n'entrerons pas dans d'autres détails sur ce problème, qui offre 
différents cas à examiner, suivant les conditions qu'on peut demander 
relativement au premier et au dernier point de la courbe, et par rapport 
a la courbe même, qu'on peut supposer devoir être tracée sur une sur- 
face donnée. La solution de tous ces cas peut se tirer aisément des 
principes établis ci-dessus. Voir la fin de la Leçon XXII du Calcul des 
fonctions (*). 

74. L'analyse que nous avons employée pour trouver les maxima et 
minima des fonctions primitives donne lieu à une observation impor- 

(*) OEttvres de Lttgrange, t. X. 
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tante. Nous avons trouvé (n°Q2) que, pour que la quantité 

ait une fonction primitive, quelle que soit la valeur de co, il faut satis- 
faire à l'équation 

Donc, si cette quantité était d'elle-même la fonction prime d'une 
fonction de x, y, y', ...,<*, u>', .. ., l'équation précédente aurait aussi 
lieu d'elle-même et serait par conséquent identique. 

Or on voit, par le n°6l, que la quantité dont il s'agit n'est autre 
chose que la partie du développement de la fonction 

f[x 9 y-hu 9 /-hfi,',j"-4-a/\ ...) 

qui ne contient que les premières dimensions de w, ta', to", ..., et je 
vais prouver que cette quantité sera nécessairement une fonction 
prime si f{x*y%y\y"% •••) est elle-même une fonction prime d'une 

fonction de x, y, y' 

En effet, si cette fonction est une fonction prime, quelle que soit la 
valeur de y en x, elle le sera encore en mettant v+w au lieu de y, 
quelle que soit la quantité a»; donc la fonction 

sera aussi nécessairement une fonction prime, en prenant pour o> une 
fonction quelconque de x. Supposons que cette fonction soit déve- 
loppée suivant les puissances et les produits de «*, ta', w", . . ., et déno- 
tons respectivement par P, Q, R, . . . les parties de ce développement 
qui contiendront les premières dimensions, les deuxièmes dimensions, 
les troisièmes, etc. des mêmes quantités; on aura 

f[x, y -i- &), /-f- &)',/+«", . . . ) =/i>, y, r\ y\ ...:-hP-t-Q-hR-4-.... 

Ainsi, il faudra que la quantité P-hQ-t-R-f-. . . soit la fonction prime 
d'une fonction de <r, y, y' , ... et de o>, w', o>", .. ., et il est facile de 
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voir que chacune des quantités P, Q f R % ... devra être en particulier 
une fonction prime, puisque, ces quantités renfermant des dimensions 
différentes de l'indéterminée a> et de ses fonctions dérivées a/, w", 
il est impossible, par la nature des fonctions dérivées, que les fonc- 
tions primitives de P, Q, R, ... dépendent les unes des autres. Or on 
a, dans le numéro cité, 

p - »/ lr ; + «'/';/) + « w: + ■ ■ • ; 

donc cette quantité sera d'elle-même une fonction prime. Donc enfin, 
si la fonction /(«*% j, j\y, . -.) est une fonction prime, l'équation 

sera nécessairement identique. 

Réciproquement, on peut démontrer que, si cette équation est iden- 
tique, la fonction f{<*,y,y \j"i • • •) sera nécessairement une fonction 
prime, car nous avons vu que, si cette équation est vraie, la quantité 
P est une fonction prime, quelles que soient les valeurs de r et de w; 
donc elle sera encore une fonction prime si à la place de y on met yn- w. 
Supposons que, par cette substitution et par le développement suivant 
les dimensions de w, o/, w", ...,1a quantité P devienne P -hp -h. ..; la 
quantité p contenant les premiers termes du développement dans les- 
quels to, o)', o/\ ... ne formeront que deux dimensions, on en conclura, 
comme plus haut, que la quantité p sera en particulier la fonction 
prime d'une fonction de œ 9 y, y', . . ., eu, w', . . .; mais, par les formules 
générales que nous avons données dans le n° 76 de la première Partie, 
il est facile de voir qu'on a/?= 2Q: donc la quantité Q sera une fonc- 
tion prime, y et w étant quelconques; donc elle sera encore une fonc- 
tion prime en y substituant y -h w pour y. Et, si l'on suppose que, 
par cette substitution et par le développement suivant les puissances et 
les produits de w, o>', ..., cette fonction devienne Q-I-9-H. . ., la quan- 
tité q renfermant les premiers termes du développement où les <o, tu', 
o/', ... ne formeront que trois dimensions, on en conclura aussi, comme 
ci-dessus, que la quantité q sera elle-même une fonction prime; mais 
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par les formules du même numéro on trouve q = 3R : donc la quantité 
R sera elle-même aussi une fonction prime, et ainsi de suite. En effet, 
si r, s, ... sont les premiers termes du développement des quantités R, 
S, ..., on aura (numéro cité), après la substitution de y-f-co à la place 
de w, r ■= 4 S, s = 5T, . . ., d'où l'on conclura, en suivant le même rai- 
sonnement, qu£ les quantités S, T, . . . seront aussi, chacune en parti- 
culier, des fonctions primes. 

Donc toute la série P-f-Q-hR-K .. sera nécessairement la fonction 

prime d'une fonction de x y y,y\ . . ., u>, c*>' quelles que soient les 

valeurs de y et o> en x. Donc la quantité 

f[x, y ■+•<*, 7' +-&>', ...) —f[x 9 y,/ 9 ...> 

qui est égale à cette série, sera une fonction prime en donnant à <u une 
valeur quelconque, et, par conséquent aussi, en faisant <o = — y; or, 
dans ce cas, la fonction f{x, y-t- w, y'-ha>\ .. .) ne sera plus qu'une 
simple fonction de x sans y ni o>, qui pourra être censée la fonction 
prime d'une fonction de x. Donc la fonction /(a-, y, y\ y", ...) sera 
elle-même nécessairement la fonction prime d'une fonction de .r, y, 
y 

75. Il suit de là que l'équation 

f'[r)-[f'iy)Y+lf[y)Y—-. = ° 

contient le caractère par lequel on peut reconnaître si la fonction 
f{ x *y*y*y"* •••) est ou non une fonction prime. 

On trouvera de la même manière que les deux équations 

/ , ir)-[/ , (/)]' + [/'(r)r— ■■=«■ 

renferment le caractère par lequel on pourra reconnaître si la fonction 
/{x, y, y', ..., s, s', ...) est ou non une fonction prime, les quantités 
y et z étant indépendantes. 
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Mais, si la quantité z dépendait de l'équation 

on aurait, comme au n° 71, 

fir --[/\r')]'+[/'irT^^ 

et l'équation résultante de l'élimination de l'indéterminée A contiendrait 
le caractère qui ferait reconnaître si la fonction f{x,y,y\ . . ., z, z\ . . .} 
est d'elle-même, ou non, une fonction prime. 
Puisque la fonction primitive de la quantité 

est représentée (n° 62) par 

o>£ -+- «'y H- &/d h- . . . , 

en omettant, ce qui est permis, la constante arbitraire a, on trouvera, 
de la même manière, que le caractère par lequel on pourra reconnaître 
si cette fonction primitive est elle-même une fonction prime sera ren- 
fermé dans l'équation 

laquelle, en substituant pour £, y, à, . . . leurs valeurs (n° 63), devient 

f(r') - ''[/'IrlT + *lf[j*)Y- • • 

Ainsi, le système de cette équation et de l'équation trouvée ci- 
dessus renfermera le caractère par lequel on pourra juger si la fonc- 
tion /(*\v»j\ y\ . ..) est d'elle-même, ou non, la fonction seconde 
d'une fonction de j?,/, y', y", . ..; et ainsi de suite. 

76. Ces différentes équations répondent à celles que, dans le Calcul 
différentiel, on nomme conditions d'intègrabilité, et dont on s'est beau- 
coup occupé dans ces derniers temps. Nous nous contenterons ici 
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d'avoir établi, d'une manière directe et rigoureuse, le principe de la 
correspondance de ces équations avec celles du maximum et minimum 
des fonctions primitives, et nous renverrons; pour ce qui concerne 
l'usage de ces équations de condition, aux différents Ouvrages qui en 
traitent, et surtout à la Leçon XXI du Calcul des fonctions (*), où cette 
matière est traitée avec plus de détail et de généralité. On y trouvera 
aussi un précis historique sur le problème des isopérimètres, dont la 
solution générale, par la méthode des variations, fait l'objet de la 
Leçon XXII du même Calcul, à laquelle nous renvoyons pour compléter 
la théorie des variations exposée ci-dessus. 

(*) Œuvres de Lagrangc, t. X. 



ix. 41 
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CHAPITRE XIV. 



DE IX MESURE DES SOLIDITÉS ET DES SURFACES DES CORPS DE FIGURE DONNÉE. 



77. Nous avons donné, dans le Chapitre VI, la manière d'exprimer 
par les fonctions les solidités et les surfaces des conoïdes formés par la 
révolution d'une courbe donnée autour d'un axe; il nous reste à 
étendre cette analyse à tous les corps dont la surface est exprimée par 
une équation entre ses trois coordonnées. 

Considérons d'abord un solide dont la surface soit exprimée par 
l'équation 

son volume ou sa solidité sera exprimée en général par une fonction 
de x et y, que nous dénoterons par ¥(x, y). Désignons aussi par 
y(x 9 y) la fonction de x,y qui exprime l'aire de la section de ce solide 
faite perpendiculairement à l'axe des .r et correspondante à l'abscisse x; 
donc, en regardant y comme un paramètre constant, et ne faisant 
varier que x, on aura, par le n° 27, l'équation 

Or la section, dont y{x,y) est l'aire, est une courbe dont les ab- 
scisses sont y et les ordonnées perpendiculaires sont z, et dont l'équa- 
tion est 

en regardant maintenant x comme un paramètre constant qui ne varie 
que d'une section à l'autre. Donc, en prenant z à la place de y et y à 
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la place de x, on aura (numéro cité) 

/(■ r .r) = ?/(*f/). 

l'accent mis au bas de la caractéristique o dénotant la fonction dérivée 
par rapport à y, comme nous l'avons pratiqué jusqu'à présent. 
On a donc les deux équations 

T'[x 9 y)=<?[x,y) et <f,[r,r)=f(x,r)' 

d'où, éliminant la fonction marquée par <p ; , après avoir pris les fonc- 
tions dérivées par rapport à y de la première équation, on aura 

Ainsi, pour avoir la fonction ¥(x, y) qui exprime la valeur ou la 
solidité du corps dont la surface est exprimée par l'équation 

il faudra prendre la double fonction primitive def(x,y) relativement 
à x et à y. 

78. On peut aussi parvenir directement à ce résultat par la considéra- 
tion suivante. Puisque ¥(x,y) représente en général la partie du corps^ 
qui répond aux coordonnées x, y, il est clair que F(a?-hi, y) — ¥(x, y) 
sera le segment compris entre les plans perpendiculaires à celui des x, 
y qui répondent aux abscisses x et x-\-i et qui sont terminés par la 
même ordonnée y. Donc 

¥(x -f- 1, y + o) — ¥{x, y -f- o) — F(* -h i, y) -f- ¥(x,y) 

sera l'excès du segment qui est terminé par l'ordonnée y -ho sur celui 
qui est terminé par l'ordonnée y et il est visible que cette diffé- 
rence n'est autre chose qu'un prisme dont la base est le rectangle 10, 
dont les arêtes sont les ordonnées z de la surface qui répondent aux 
quatre angles de ce rectangle, c'est-a-dire les ordonnées f{x,y) t 
f{x-hi,y), f(x, y-\-o)f /(ar-M, v-f-o), et dont la base supérieure 
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est la partie de la surface interceptée entre ces quatre ordonnées. Or 
il est facile de voir que la solidité de ce prisme curviligne est néces- 
sairement comprise entre celles des deux prismes rectangulaires dont 
la base est la même io et dont les hauteurs sont la plus petite et la plus 
grande des quatre ordonnées dont nous venons de parler. Donc il fau- 
dra que la fonction ¥(x f y) soit telle que la valeur de la quantité 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite valeur des 
quantités 

iof[x* y)* io fi x ■+■ h r)t *°f{ x > y + °)> io fi x + 1, y -+- o), 

quelque petites que soient les valeurs de i et de o. 

Développons les fonctions marquées par F suivant les formules du 
n° 78 de la première Partie. En poussant la précision jusqu'aux troi- 
sièmes dimensions de i et de o, on aura la quantité 

io V,{x,y) + — F,"(x -+- li,r+lo) Hh — H[x + li,y + lo) 

2 2 

+ ^[F"(* + Xi\ r 4-Xo)-F> + X/, r )] 

Développons de même les fonctions marquées par/, mais en s'arrêtant 
aux premières dimensions de i et de o, à cause qu'elles sont déjà mul- 
tipliées par io; on aura les quatre quantités 

iof[*,r)> 

iof[x 9 y) + i*of(x + \i,y), 

iof[x 9 r)+io*f f [x,y-hlo), 

iof[x 9 y) -h i'of[x -+- Xi, /■) -+- io*/,!*» / "+■ *")> 

et il faudra que la première quantité soit renfermée entre la plus 
grande et la plus petite de ces quatre dernières, en prenant pour i et g 
des quantités aussi petites qu'on voudra. Le coefficient X peut être dif- 
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férent dans les différentes fonctions, mais il doit être renfermé entre 
les limites o et i. 

Or la différence de Tune à l'autre de celles-ci est, comme on voit, de 
Tordre de vo ou de io\ c'est-k-dire du troisième ordre, en regardant 
i et o comme très-petites du premier. Mais la différence entre la pre- 
mière quantité et Tune quelconque des quatre dernières est 

io[f;(#, /)-/(*, 7)], 

avec des termes du troisième ordre; donc, pour que cette différence 
soit toujours plus petite que la différence précédente, qui n'est que du 
troisième ordre, il est nécessaire que le premier terme, qui est du 
second ordre, soit nul; autrement, il serait possible de prendre les 
accroissements i et o assez petits pour que ce premier terme surpassât 
tous les termes du troisième ordre et que par conséquent la première 
quantité tombât hors des limites formées par les quatre autres quan- 
tités. Il faudra donc que Ton ait 

io[F,[x, r )-f(x, r )'] = o, 

et, par conséquent, 

comme nous l'avons trouvé plus haut. 

79. Supposons maintenant que la fonction F(x,y) représente la 
mesure tle la surface. Dans ce cas, il est clair que la quantité 

F(x H- /,/+ o) — F[x +• i,y) — F(*,j-+- o) -4- ¥{x, y) 

représentera la portion de surface comprise entre les quatre faces du 
prisme droit qui a io pour base. 

Imaginons qu'aux extrémités des quatre ordonnées qui forment les 
arêtes de ce prisme on mène quatre plans tangents a la surface dans 
ces points; on pourra prouver, par un raisonnement analogue à celui 
du n° 29 relatif aux tangentes, que la portion de surface qui forme la 
base supérieure du prisme sera comprise entre la plus grande et la 
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plus petite section du prisme, faites par les quatre plans tangents de la 
surface courbe. 

Soit x l'angle que le plan tangent à l'extrémité de l'ordonnée z fait 
avec Taxe des x, y; on aura fn°39) 



tanga= \s' 2 -+- 2, J . 

Or on sait, par la Géométrie, que la mesure de la projection d'un plan 
est égale à celle de ce plan multipliée par le cosinus de son inclinaison 
sur le plan de projection. Donc, puisque les sections du prisme dont 
il s'agit ont toutes pour projection le même rectangle 10, la mesure de 
la section faite par le plan qui touche la surface à l'extrémité de l'or- 
donnée z sera ; mais on a cosa= ; donc la mesure de 

cosa y'i + z'n+z* 

cette section sera 



/0 v 'I-f-2 /2 H-2, 2 , 

savoir, en substituant f{x*y) à z f 



io>/i + [f'[x,r)Y + U',l*>r)¥' 



Faisons, pour abréger, yJi-h[f\f,y)] 2 -h[f t (x,y)]' = o{<r 9 v); on 
aura 

pour la mesure de la section dont il s'agit, et, mettant x-hi, v-ho a la 
place de x,y 9 on aura celle des sections faites par les trois autres plans 
qui touchent la surface aux extrémités des ordonnées /(a>-f- *\ t v). 
f[x % y -ho) etf(x-\-i 9 y-t-o). Donc il faudra que la quantité 

¥(x -+- 1, y + o) - F( x -h i t y) — F(ar, y -4- o) -h ¥(x 9 y) 

soit toujours comprise entre la plus grande et la plus petite des quatre 
quantités 

io<f(x,y), io(f[x + i 9 y), ioy[x,y+o), 109(3?-+- i,y+o), 

et, par une analyse semblable à celle du numéro précédent, on en con- 
clura la condition 



R(*,r) = ?(*.r) = V« + [/ , l*.r)J !, + [/ii*.-r)?- 
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80. On voit par là que l'ordonnée z d'une surface est la double fonc- 
tion prime prise par rapport a x et y de la fonction qui exprime le 

volume ou la solidité du corps, et que la quantité ^i + s' + s/ est la 
double fonction prime de la fonction qui exprime la surface elle-même. 
Ainsi, l'ordonnée z étant donnée en fonction de x et y, il faudra 
prendre sa double fonction primitive pour avoir la solidité et la double 
fonction primitive de yi -\-z' 2 -\-z? pour avoir la surface. On est libre 
de commencer par la fonction primitive relative à x ou à y; mais la pre- 
mière fonction primitive admettra pour constante une fonction de 
l'autre variable qu'on aura regardée comme constante, et il faudra 
déterminer cette fonction conformément aux limites données de la sur- 
face. On déterminera ensuite, d'après ces limites, la première variable 
en fonction de la seconde, par rapport à laquelle on prendra de nou- 
veau la fonction primitive. 

81. Si, pour faciliter la recherche des doubles fonctions primitives 
ou pour d'autres vues, on voulait changer les variables x, y en d'autres 
variables t et m, dont celles-là seraient des fonctions données, il fau- 
drait, par les principes établis dans la première Partie (n° 50), multi- 
plier d'abord les fonctions regardées comme dérivées doubles par x'y'\ 
mais ensuite on ne pourrait pas substituer immédiatement les valeurs 
de x\ y' en t' et u\ parce qu'en prenant la fonction primitive par rap- 
port à l'une des variables l'autre doit être regardée comme constante. 

So\tf{x f y) la fonction dont il s'agit d'avoir la double fonction pri- 
mitive; pour changer les variables x, y en d'autres variables t et u, on 
la mettra d'abord sous la forme x'y'f[x % y). Supposons qu'à la place 
de la variable x, par rapport à laquelle on veut prendre d'abord la 
fonction primitive en regardant y comme constante, on substitue une 
fonction donnée de t et de y, l étant une nouvelle variable qui rem- 
placera x. 

Soit x = y(i,y); on aura, en ne faisant varier que t. 
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et la fonction proposée deviendra 

??V)f(*>r)> 

dont il faudra prendre la fonction primitive par rapport à /, y étant 
regardée comme constante, et ensuite par rapport à v, t étant regardée 
comme constante. Or on peut aussi substituer à la place de y une autre 
variable u et supposer, puisque / est à son égard constante, 

r = + ('.«). 

ce qui donnera, en ne faisant varier que w, 

Ainsi la fonction proposée deviendra 
laquelle ne renferme plus que t et u, à cause de 

et dont on pourra prendre la double fonction primitive par rapport à * 
et à u. 

Puisque x = y(t f y) et y=ty(t, u) f on aura, après la substitution 
de v, x égale k une simple fonction de t et n v que nous dénoterons par 
7 (/, w), de manière que les transformations de x et y en / et u seront 
représentées par 

* = x('>«)> r= + ('»«). 

Or l'équation identique 

<p('»r) = x('> M ) 

donne, en faisant varier séparément * et u, 

?'(0 + 9'(r)+'(') = x'(<)> 
T'(r)+ , («) = x , («)5 

éliminant <p'(j)» on aura 
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et cette valeur, étant substituée dans la dernière transformée de la 
fonction proposée, donnera 

qu'on peut mettre sous cette forme plus simple, 

dans laquelle x et y peuvent être des fonctions quelconques de t et u 9 
et où les traits supérieurs indiquent les fonctions dérivées par rapport 
à / et les inférieurs indiquent les dérivées par rapport à u. 

82. Ainsi, en regardant z comme une fonction de x et y donnée par 
la nature de la surface du corps, et supposant qu'on substitue à la 
place de x, y des fonctions quelconques de t et a, la solidité ou le 
volume du corps et sa surface seront représentés par les doubles fonc- 
tions primitives relatives à / et u des formules 



où il faut remarquer que les fonctions dérivées de z doivent être prises 
par rapport à x et y; mais, si l'on substitue tout de suite dans z, pour x 
et j, leurs valeurs en t et u 9 il est clair que z deviendra une simple 
fonction de t et u f et voici comment on pourra exprimer les dérivées 
de z par rapport à x et y par ses dérivées par rapport à t et u. 

Pour distinguer ces dérivées les unes des autres, nous renfermerons 
les premières entre des parenthèses. Ainsi (z') et (z f ) désigneront les 
dérivées de z prises par rapport à x et y 9 et z\ z t désigneront simple- 
ment les dérivées de z prises par rapport à t et w, après la substitution 
des valeurs de x 9 y en t et u dans l'expression de z. En regardant donc 
z comme fonction de x, y 9 et x 9 y comme fonctions de t 9 u 9 et pre- 
nant les dérivées séparément par rapport à t et à m, on aura, par les 
principes établis dans la première Partie, 

3,= [z')x t +[z t )r, 9 

ix. 4* 
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d'où l'on tire 

ce sont les valeurs qu'il faudra substituer dans le radical 
et, la substitution faite, on aura la formule 



ï\x'y, — x t y)* H- [z'x,- z t x') 2 -h{z'y,-z f y') 2 9 

dont la double fonction primitive, prise par rapport à / et à w, donnera 
la surface du corps, les variables z, x, y étant maintenant regardées 
comme de simples fonctions de t et u. 

83. Ces expressions pour le volume et pour la surface d'un corps 
quelconque, dont les coordonnées x, y, z sont supposées fonctions de 
/ et u f étant traduites en langage différentiel, deviennent 



-, . (dx dy dx dy\ 

dl du [—. — ^- = — ): 

\dt du du dij 



et 



, K /(d* dy ^dx dy\* /</£ dx dz dx\ 2 idz dy dz dy\* 
V \dî dù^dâît) ^[dt au~~du"dt) *\dtdû~dûJt) ' 

et représentent les éléments infiniment petits du volume et de la sur- 
face, qu'il faut intégrer et compléter d'abord par rapport à l'une des 

deux variables /, u, et ensuite par rapport à l'autre. 

• 

84. Pour donner une application de ces formules, nous supposerons 
que le corps, dont on cherche la solidité et la surface, soit un ellipsoïde 
quelconque dont les trois demi-axes soient a, b f c; l'équation de sa 
surface entre les trois coordonnées rectangles x, y, s 9 parallèles aux 
demi-axes a, b, c, sera représentée ainsi, 

x* y* z 2 
a 2 b 1 c- 

d'oii Ton aura z en fonction de x et/. 
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Mais on évitera l'irrationnalité de z en prenant deux angles indéter- 
minés / et u, et en faisant 

x = as\ntcosu, y= bsintslnu, z = ccost; 

et, pour avoir le volume et la surface de tout l'ellipsoïde, il suffira, 
après les substitutions, de prendre les fonctions primitives séparément 
par rapport à / et u 9 depuis t=o jusqu'à t égal a deux angles droits 
et depuis u =o jusqu'à u égal à quatre angles droits; car cette trans- 
formation des coordonnées de l'ellipsoïde, que M. Ivory paraît avoir 
employée le premier pour faciliter le calcul de l'attraction de ce solide 
{Transactions philosophiques de 1809, vol. XI), a l'avantage de rendre 
indépendantes les fonctions primitives relatives à t et u lorsque la 
double fonction primitive doit s'étendre à la surface entière. 

En prenant les fonctions dérivées des x, y, z par rapport à t et à //, 
on aura 

x'=z a cos/ cos w, y'z=bcostsïnu, z'= — csin/, 

x t = — flsin/ sinw, y f = bslnt cosw, z t = o; 

et de là on aura 

x'jr, — x,y z= ab sin / cos /, 

z' x t — z,x' = ac sin 2 / sin u, 

» Yi — z t) J — ~ * 6 ' sin2 ' cos "t 

de sorte que les formules pour le volume et pour la surface de l'ellip- 
soïde deviendront 



tfftcsin/cos 2 /, sin / \/a 2 b' 2 cos 2 / -+- c 2 (a 2 sin 2 m -h 6 2 cos 2 n) sin 2 /, 

dont il faudra prendre les fonctions primitives depuis t = o jusqu'à 
/ = r et depuis u = o jusqu'à u = 2^, 77 étant la demi-périphérie. 

85. Considérons d'abord la formule 

abc sin /cos 2 / 
pour le volume. En substituant 1 — sin 2 / à la place de cos 2 / et ensuite 
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jsin/ — jsin3/au lieu de sin 3 /, elle devient 

abc . . 

— ,- (sin/ -+- sin 3/), 
4 

dont la fonction primitive, prise de manière qu'elle commence où 

/=:o, est 

abc ( ' i — cos3/\ 



Faisant * = -, ce qui donne cos* = — r et cos3/ = — 1, elle se réduit 
, 2 abc 

■— ■ 

Il faut prendre encore la fonction primitive de celle-ci par rapport 
à u depuis u =0 jusqu'à m = 257; et comme la variable a, dont la fonc- 
tion prime est 1, ne s'y trouve pas, il n'y aura qu'a multiplier simple- 
ment par 2-, ce qui donnera 

ILabc 

pour la solidité ou le volume du sphéroïde entier dont a, b, c sont les 
trois demi-axes. 

86. Venons à la formule relative à la surface et supposons d'abord, 
pour la simplifier, a — b, ce qui donne un sphéroïde de révolution 
autour de l'axe ic\ elle deviendra 



a sin / \jb- cos 2 1 -+- c 2 sin- / , 

où l'on voit que l'angle u a disparu; je conserve la lettre b sous le 
signe, pour plus de généralité. 

Faisons cos* = .y, on aura sin* = — s'\ d'ailleurs on a sin 2 / = i — s 2 ; 
on aura ainsi la transformée 



as\/c' 2 -h {b 2 — c 2 )s 2 , 



dont il faudra prendre la fonction primitive depuis s = 1 jusqu'à 
s = — r . 
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Soit b 1 — r* = e 2 ; on aura la fonction primitive par rapport à .?, 

V 'c 1 H- e 2 s 2 H I [Je 2 -+■ e 2 s- — es); 

faisant s = i 9 elle se réduit à 

ab ac- 



\(b-e); 



et, faisant s= — i, elle devient 

ab ac* 



\{b+e). 

Donc la fonction primitive complète, relativement à s ou à /, sera 

. ac 1 . ft -h e 

ab-\ I I • 

ie b — e 

Il faut de nouveau en prendre la fonction primitive relative à m; et 
comme la variable u ne s'y trouve pas, on se contentera de la multi- 
plier par 2?;; et, faisant maintenant b = a, on aura, pour la surface 
entière du sphéroïde formé par la révolution d'une ellipse dont les 
demi-axes sont a et c autour du petit axe ic> la formule 

izac 2 . a -4- e 

iKa?^ 1 i 

e a — e 



où e est l'excentricité = sja 1 — c 2 . 

Pour que la valeur de e soit réelle, il faut que a>c, et, par consé- 
quent, que le sphéroïde soit aplati et formé par la révolution de l'el- 
lipse autour de son petit axe ic. 

Si l'on voulait avoir la surface d'un sphéroïde allongé formé par la 
révolution d'une ellipse autour de son grand axe, il faudrait prendre 2c 
pour son grand axe : alors la valeur de e deviendrait imaginaire. Soit 
pour ce cas, c 2 — a 2 = E 2 ; on aura 

et, passant des logarithmes imaginaires aux arcs réels par les formules 
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du n° 22 (I ie Partie), on aura, pour la surface cherchée, la formule 

ïTzac* . / E\ 



2r0 2 H p — angle ( lang - J « 



87. Si Ton n'avait pas fait a = b 9 et qu'on eût supposé, en général, 

V2 à 2 sin 2 u -h b* cos 2 u 

~ a 1 

on eût eu, pour la fonction primitive relative à t, la formule 

ab-\ 1-. , 

ie b — e 

où 

e*=b* — c 2 V 2 , 

et il aurait été impossible, dans l'état actuel de l'Analyse, de trouver 
la fonction primitive de celle-ci relative à u. Mais on peut toujours 
avoir cette fonction par approximation lorsque la différence des demi- 
axes a et b est assez petite. 

A2 /»2 

Soit — =i; cette quantité étant positive ou négative, la quan- 
tité V 2 deviendra i-f-*'cos 2 M, et il n'y aura qu'à mettre, dans la for- 
mule précédente, c 2 (i 4-1 cos 2 u) a la place dec 2 V 2 , ensuite développer 
par rapport à i. Donc, si Ton suppose 



„,, =| ^*^ =/(cl) 

on aura, en développant par les fonctions dérivées relatives à c 2 , la 
série 

r//>+/(c 2 )+/'(c 2 )c- 2 icos 2 w-+- -/"(c 2 )c*/ 2 cos 4 K-t- -Ar/ ,, \c 2 )c«/ 3 COS 6 lé -+-.., 

dont il faudra prendre les fonctions primitives relatives à u depuis 
u = o jusqu'à 11 — 27:. 

Désignons par 2t:ol, 2^, 277^ ... les fonctions primitives de cos*u, 
cos* m, cos m, ... prises entre ces limites; on aura, pour la surface de 
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l'ellipsoïde dont a, b, c sont les trois demi-axes, l'expression 

*i:\ab-hf(c*) + xc*if\c*) -+- £ (3c' /*/"(<?*) _+_ J_. /c s/3y*. c a) + . . . I 

série qui sera d'autant plus convergente que la quantité i sera plus 
petite. 

À l'égard des coefficients a, p, y, . . ., il est facile de les déterminer 
en résolvant les puissances de cosu en cosinus d'angles multiples de // 
par le moyen de l'expression exponentielle imaginaire de eosw (n° 22, 
l re Partie), et, comme les cosinus ont pour fonctions primitives les sinus 
correspondants, lesquels deviennent nuls aux deux extrémités où // =o 
% et m = 2-, il s'ensuit qu'il ne restera que les termes indépendants de 
//, multipliés par 2r, où il est facile de voir que ces termes ne sont 
que les coefficients du terme moyen du binôme, élevé à la deuxième, 
à la quatrième, à la sixième, etc. puissance, divisé par la même puis- 
sance de 2. Ainsi l'on aura 

i - 4-3 6.5.4 
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TROISIÈME PARTIE. 

APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS A LA MÉCANIQUE. 



CHAPITRE PREMIER. 



DE L OBJET DE LA MÉCANIQUE. DU MOUVEMENT UNIFORME ÇT DU MOUVEMENT 
UNIFORMÉMENT ACCÉLÉRÉ. DU MOUVEMENT RECTILIGNE EN GÉNÉRAL. RELATION 
ENTRE L'ESPACE, LA VITESSE ET LA FORCE ACCÉLÉRATRICE. 



1. Nous allons employer la théorie des fonctions dans la Mécanique. 
Ici les fonctions se rapportent essentiellement au temps, que nous 
désignerons toujours par t, et, comme la position d'un point dans 
l'espace dépend de trois coordonnées rectangulaires x, y, z, ces coor- 
données, dans les problèmes de Mécanique, seront censées être des 
fonctions de t. Ainsi, on peut regarder la Mécanique comme une Géo- 
métrie à quatre dimensions et l'Analyse mécanique comme une exten- 
sion de l'Analyse géométrique. 

Considérons d'abord le mouvement rectiligne et supposons que je 
soit l'espace parcouru pendant le temps /; on aura x=f(t), et la fonc- 
tion/^/) devra être telle qu'elle devienne nulle lorsque t = o. La forme 
la plus simple de/(/) est évidemment at, ce qui donne x = at f a étant 
une constante; ainsi, dans le mouvement représenté par cette équation, 
les espaces parcourus sont toujours proportionnels aux temps écoulés 
depuis le commencement du mouvement, ce qui est la propriété du 
mouvement qu'on appelle uni/orme. La constante a, qui exprime le 
IX. • 43 
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rapport de l'espace au temps, est la mesure de ce qu'on nomme la 
vitesse; c'est le seul élément qui entre dans cette espèce de mouvement 
et par lequel un mouvement uniforme diffère d'un autre mouvement 
uniforme. 

L'observation et l'expérience nous font voir qu'un corps mis en 
mouvement d'une manière quelconque, si l'on écarte toutes les causes 
d'altération qui peuvent agir sur lui, continue à se mouvoir de lui- 
même d'un mouvement rectiligne et uniforme, d'où il suit que la 
vitesse, une fois imprimée, se conserve toujours la même et suivant la 
même direction : c'est en quoi consiste la première loi du mouvement. 

Si l'on représente le temps par l'abscisse et l'espace parcouru par 
l'ordonnée d'une ligne, il est clair que cette ligne sera pour le mouve- 
ment uniforme une droite passant par l'origine des abscisses et que la 
tangente de l'angle qu'elle fait avec Taxe sera la mesure de la vitesse 
du mouvement. 

2. La fonction de t la plus simple après at est bt 2 ; en prenant cette 
expression pour /*(*), on aura une autre espèce de mouvement recti- 
iigne représenté par l'équation x = bi- 9 dans laquelle les espaces par- 
courus depuis l'origine du mouvement sont proportionnels aux carrés 
du temps. 

L'observation et Pexpérience nous présentent aussi journellement ce 
mouvement dans les corps qui tombent par leur pesanteur, en faisant 
abstraction de la résistance de l'air et de toute autre cause étrangère 
d'altération. La constante b, qui est le seul élément qui entre dans la 
constitution de ce mouvement, est la même pour tous les corps dans le 
même lieu de la Terre et dépend de la force de la gravité qui le produit 
et qui agit sans cesse de la même manière sur le mobile. Ainsi, ce 
mouvement ne se continue qu'en vertu de la force, qu'on peut regarder 
comme une cause extérieure agissant continuellement sur le corps et 
dont le coefficient b est la mesure. 

Comme dans ce mouvement les espaces augmentent en plus grande 
raison que les temps, on le nomme mouvement accéléré, et, en particu- 
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lier, on appelle celui dont il s'agit uniformément accéléré, par la raison 
que nous verrons dans un moment. 

Si Ton représente ici le temps par l'abscisse et l'espace parcouru par 
l'ordonnée d'une courbe, on voit que cette courbe sera une parabole 

dont le paramètre sera j et dont l'axe principal sera l'axe des ordon- 
nées y. 

Le mouvement le plus simple, après celui que nous venons de consi- 
dérer, serait celui où l'on aurait x = c/ 3 ; mais la nature ne nous offre 
aucun mouvement simple de cette espèce, et nous ignorons ce que le 
coefficient c pourrait représenter, en le considérant d'une manière 
absolue et indépendante des vitesses et des forces. 

Ce sont là les mouvements simples dont toutes les autres espèces de 
mouvement peuvent être regardées comme composées, et l'art de la 
Mécanique consiste dans cette composition et décomposition, d'où 
résultent les rapports entre les temps, les espaces, les vitesses et les 
forces. 

3. Si l'on réunit les deux espèces de mouvement que nous venons de 
considérer, on aura le mouvement représenté par l'équation 

x = at-{~bt*, 

qui sera, par conséquent, composé d'un mouvement uniforme et d'un 
mouvement uniformément accéléré, et qui résultera de la réunion des 
deux causes qui peuvent produire chacun d'eux en particulier, c'est- 
à-dire d'une vitesse proportionnelle à a, primitivement imprimée, et 
d'une force accélératrice proportionnelle à 6, agissant continuellement 
sur le mobile. 

La nature nous offre aussi la composition de ces deux mouvements 
dans les corps pesants lancés verticalement de haut en bas ou de bas 
en haut, en faisant abstraction de la résistance de l'air et de toute 
autre cause étrangère. Dans les corps lancés verticalement de haut en 
bas, la force b agit dans la direction même du mouvement, comme 
nous le supposons; mais, dans les corps lancés verticalement de bas en 
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haut, la force b agit en sens contraire et devient par conséquent néga- 
tive; elle tend ainsi à retarder le mouvement du corps et s'appelle 
&\oys force retardatrice. Le mouvement lui-même s'appelle, dans ce cas, 
uniformément retardé. 

L'observation nous fait voir que, dans la composition de ces deux 
mouvements, chacun d'eux se conserve comme s'il était seul dans le 
mobile, de manière que l'espace parcouru au bout d'un temps quel- 
conque est exactement la somme ou la différence des espaces que le 
mobile aurait parcourus séparément, en vertu des deux causes qui pro- 
duisent les deux mouvements, de sorte que le résultat, c'est-à-dire 
l'espace parcouru, est le même que si les deux mouvements avaient 
lieu séparément et successivement. 

4. Considérons maintenant un mouvement rectiligne quelconque 
représenté par l'équation œ=f(t), /(/) étant une fonction quelconque 
de /. Au bout du temps /, le mobile aura parcouru l'espace f(t) 9 et, 
au bout du temps /-h 9, il aura parcouru l'espace f(t -+- 6); par consé- 
quent, la différence /(/ -f- 0) — /(/) sera l'espace parcouru pendant le 
temps 8, qui a commencé à l'instant où le temps t a fini. La fonction 
/(J-+-0), étant développée suivant les puissances de 0, devient 

/(0 + 0/W + £/*(/) + ..., 

comme on l'a vu dans la première Partie; donc l'espace parcouru 
durant le temps 8 sera représenté par la formule 

dans laquelle le temps t écoulé avant le temps 6 est maintenant regardé 
comme une constante. Ainsi le mouvement par lequel cet espace est 
parcouru sera composé de différents mouvements partiels, dont les 

espaces répondant au temps 6 seront 8 /'(*), —f"( ù )> 7~~5 /*{*)* ••■» el 
l'on voit que le premier de ces mouvements partiels sera uniforme avec 
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une vitesse mesurée par /'(/) (n° 2) et que le 'second sera uniformé- 
ment accéléré et dû à une force accélératrice proportionnelle a ^f"{t) 
(n° 3). A l'égard des autres, comme ils ne se rapportent à aucun mou- 
vement simple connu, il ne sera pas nécessaire de les considérer en 
particulier, et nous allons faire voir qu'on peut en faire abstraction 
dans la détermination du mouvement au commencement du temps 6. 
En effet, si l'on développe la fonction /(*-M) par notre formule 
générale de la première Partie (n° 8 40, 78), on aura 

/(<) + Of'(t) + */"(*) + ^/*'(< + M), 

1 étant un coefficient inconnu, dont la valeur est nécessairement com- 
prise entre o et r, de sorte que l'espace parcouru dans le temps 6 sera 
exprimé exactement par la formule 

«/'(o + T/'io + nn^^ 

Les deux premiers termes représentent, comme l'on voit, le mouve- 
ment composé d'uniforme et d'uniformément accéléré; le troisième 
représente la totalité des autres mouvements qui se combinent avec 
celui-là et qui empêchent le vrai mouvejnent d'être un simple résultat 
de ces deux. Mais j'observe qu'on peut prendre assez petit pour que 

le mouvement composé des deux termes 6/'(/)h — f"{t) approche 

plus du véritable mouvement que ne pourrait faire tout autre mouve- 
ment composé d'un mouvement uniforme et d'un mouvement unifor- 
mément accéléré; car la différence des espaces parcourus, pendant le 
temps 6, par le mouvement composé dont il s'agit et par le véritable 

mouvement sera exprimée par — */*(* -*-*&); niais l'espace parcouru 
par tout autre mouvement composé d'un uniforme et d'un uniformé- 
ment accéléré étant représenté par aO ■+- bO 2 (n° 3), la différence entre 
cet espace et le véritable espace parcouru sera 



Digitized by 



Google 



342 THEOKIE DES FONCTIONS. 

et il est aisé de prouver, par un raisonnement semblable à celui du 
n° 3 de la deuxième Partie, que, tant que a et b différent de/'(/) et 
a/"(0» on P ourra toujours prendre assez petit pour que cette der- 
nière différence surpasse la première, et que, dès que cette condition 
aura lieu pour une valeur de 0, elle aura lieu, à plus forte raison, pour 
toutes les valeurs plus petites. Donc le terme 8/'(0 exprime tout ce 
qu'il peut y avoir d'uniforme dans le mouvement proposé, considéré 

au commencement du temps 8, et le terme —f"{t) exprime de même 

tout ce qu'il peut y avoir dans ce mouvement d'uniformément accéléré. 

On peut conclure de là que tout mouvement rectiligne, représenté 
par l'équation x=f(i), peut, dans un instant quelconque au bout du 
temps /, être regardé comme composé d'un mouvement uniforme dû à 
une vitesse imprimée au mobile, mesurée par/'(/), et d'un mouvement 
uniformément accéléré dû à une force accélératrice agissant sur le 
mobile et proportionnelle a £/"(*) ou simplement à f{i)\ que, par 
conséquent, si les causes qui empêchent le mouvement proposé d'être 
uniforme venaient à cesser tout à coup, le mouvement se continuerait, 
dès cet instant, d'une manière uniforme avec une vitesse mesurée 
par /'(/); et que, si l'effet de ces causes, au lieu de devenir nul, deve- 
nait constant, le mouvement deviendrait composé du mouvement uni- 
forme dont nous venons de parler et d'un mouvement uniformément 
accéléré, commençant au même instant, en vertu d'une force accéléra- 
trice constante et proportionnelle à /"(*)• 

Plusieurs phénomènes de la nature, et surtout les résultats des diffé- 
rentes expériences qu'on a imaginées sur la chute des corps, con- 
firment pleinement la conclusion que nous venons de trouver, et qui 
doit être regardée comme le principe fondamental de toute la théorie 
du mouvement. 

5. Donc, en général, dans tout mouvement rectiligne dans lequel 
l'espace parcouru est une fonction donnée du temps écoulé, la fonction 
prime de cette fonction représentera la vitesse et la fonction seconde 
représentera la force accélératrice dans un instant quelconque, car, 
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comme les temps, les espaces, les vitesses et les forces sont des choses 
hétérogènes qu'on ne peut comparer ensemble qu'après les avoir ré- 
duites en nombres, en les rapportant chacune à une unité déterminée 
dans son espèce, nous pouvons, pour plus de simplicité, exprimer 
immédiatement la vitesse et la force par les fonctions primes et se- 
condes, comme nous exprimons l'espace par la fonction primitive. D'où 
l'on voit que les fonctions primes et secondes se présentent naturelle- 
ment dans la Mécanique, où elles ont une valeur et une signification 
déterminées; c'est ce qui a porté Newton à établir le Calcul des fluxions 
sur la considération du mouvement. Ainsi l'espace, la vitesse et la 
force, étant regardés comme des fonctions du temps, sont représentés 
respectivement par la fonction primitive, par sa fonction prime et par 
sa fonction seconde, de manière que, connaissant l'expression de 
l'espace par le temps, on aura tout de suite celles de la vitesse et de la 
force par l'analyse directe des fonctions; mais, si l'on ne connaît que 
la vitesse ou la force par le temps, il faudra alors remonter aux équa- 
tions primitives par les règles de l'analyse inverse. 

Ces notions de la vitesse et de la force accélératrice sont, comme l'on 
voit, très-simples et indépendantes de toute métaphysique. Elles sont 
fondées sur la nature du mouvement regardé comme le transport d'un 
corps d'un lieu à un autre. Si un corps demeure en repos, sa vitesse 
est évidemment nulle; mais il peut éprouver l'action d'une force accélé- 
ratrice qui, étant arrêtée par quelque obstacle, ne produit qu'une ten- 
dance au mouvement. Cette force est alors ce qu'on appelle pression 
ou force morte et peut être comparée à l'action qu'un corps pesant 
exerce sur l'obstacle qui l'empêche de tomber. 

6. Désignons par x l'espace parcouru durant le temps t; en regar- 
dant x comme fonction de t, on aura, suivant la notation employée 
jusqu'ici, x pour la vitesse au bout de ce temps, et x" pour la force 
accélératrice dans le même instant, d'où l'on voit que, si la loi du 
mouvement est donnée par une relation entre le temps, l'espace, la 
vitesse et la force, on aura une équation du second ordre entre t, x, 
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x\ x" f d'où il faudra tirer l'équation primitive en /, en x par les règles 
de l'analyse inverse des fonctions, et l'on déterminera les deux con- 
stantes arbitraires qui entreront dans cette équation par les valeurs 
données de x et x' dans un instant donné, c'est-a-dire par l'espace et la 
vitesse, qu'on suppose connus dans cet instant. 

Dans le mouvement uniforme représenté par l'équation x = at, on 

aura donc 

x'=a, x"=o ; 

ainsi le coefficient a, rapport de l'espace parcouru au temps, expri- 
mera la vitesse, et la force accélératrice sera nulle. Dans le mouvement 
uniformément accéléré et représenté para? = è/ 2 , on aura 

x'=ibt et x" = 1 b. 

Donc la vitesse, dans un instant quelconque, est proportionnelle au 
temps écoulé depuis l'origine du mouvement. Le rapport entre la 
vitesse et le temps exprime la force accélératrice et est double du rap- 
port entre l'espace parcouru et le carré du temps. L'augmentation con- 
tinuelle et uniforme de la vitesse dans cette espèce de mouvement lui 
a fait donner le nom de mouvement uniformément accéléré. 

Ce qu'il y a de plus simple et de plus naturel pour comparer les 
forces accélératrices, c'est de prendre la force de la gravité dans un 
lieu donné pour l'unité. Ainsi l'on aura, pour les corps pesants, 



donc 



2 b = i et b — - : 



' 2 , / — 

x = — ? x = t = yix; 



de sorte qu'on peut déterminer la vitesse par la racine carrée du 
double de la hauteur d'où un corps pesant doit tomber pour acquérir 
cette vitesse. Par conséquent, si l'on veut prendre une vitesse donnée 
pour l'unité des vitesses, il faudra alors prendre, pour l'unité des 
espaces, le double de la hauteur nécessaire pour la produire. 
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CHAPITRE II. 



DE LA COMPOSITION DES MOUVEMENTS, ET EN PARTICULIER DE CELLE DE TROIS 
MOUVEMENTS UNIFORMES. DE LA COMPOSITION ET DÉCOMPOSITION DES VITESSES 
ET DES FORCES. DE LA TRAJECTOIRE DES PROJECTILES DANS LE VIDE. 



7. Nous venons d'examiner la nature et les propriétés du mouvement 
rectiligne; le mouvement curviligne se réduit naturellement à deux ou 
trois mouvements rectilignes, suivant que la courbe décrite par le 
mobile est a simple ou à double courbure. En effet, en rapportant cette 
courbe à deux ou trois coordonnées rectangulaires x, y, z, il est clair 
que la détermination du point de la courbe où le mobile se trouvera a 
chaque instant, dépendra de la valeur de ces coordonnées au même 
instant, de sorte que chacune de ces coordonnées sera une fonction 
donnée du temps , et pourra représenter l'espace rectiligne parcouru 
par un mobile qui serait la projection du vrai mobile sur chacun des 
trois axes des mêmes coordonnées. 

Ainsi, si le mouvement se fait dans un plan, il pourra être représenté 
par les deux équations 

d'où, éliminant /, on aura en x et y l'équation de la ligne parcourue 
par le mobile. Si le mouvement se fait dans des plans différents, il sera 
représenté alors par les trois équations 

*=/('}» 7 = F(0. * = ?(')• 

d'où, éliminant /, on aura deux équations en x, y, z> qui détermineront 
la ligne à double courbure décrite par le corps. 

IX. 44 
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Supposons d'abord que les trois mouvements relatifs aux axes des x 9 
y\ z soient uniformes; on aura 

x — at, jr=bl, z = ct, 

a, b y c étant les vitesses de ces mouvements. Éliminant /, on aura 

bx ex 

deux équations qui appartiennent à une ligne droite passant par l'ori- 
gine des coordonnées, et dont les projections sur les plans des xy et 

des xz font, avec Taxe des x f des angles dont - et - sont les tan- 

gentes. La partie de cette droite qui répond aux coordonnées x, y, z 

sera donc 

^ 2 +; 2 + : 2 =/ ^a' 2 -h b' 2 -h c-; 

ce sera l'espace décrit pendant le temps t> en vertu des trois mouve- 
ments uniformes. Ce mouvement composé sera donc aussi rectiligne et 
uniforme, avec une vitesse égale à yja* -+- b 2 -+- c 2 . A l'égard de sa direc- 
tion, il est plus simple de la rapporter aux trois axes des coordonnées 
'.r, y, z t et il est visible que, puisque at, bt, et sont les projections de la 
ligne l \Jd 2 -h b* -h <r sur les trois axes, les rapports 

ah ( y 



\/a 2 -h b' 2 -h c' 2 ija 2 ->rb' 2 -+-c 2 y^+ô^ + c 2 

seront les cosinus des angles que cette direction fait avec les mêmes 
axes. La somme des carrés de ces cosinus est, comme l'on voit, égale à 
l'unité, ce qui est la propriété connue des angles qu'une même droite 
fait avec trois autres droites perpendiculaires entre elles. 

8. Nommons A la vitesse du mouvement composé et a, p, y les 
angles que la direction de ce mouvement fait avec les trois axes; on 
aura 

A ~ s/a' 2 -h b' 2 -h c 2 
et 

a b c 

-r- = cosa, -r- = cos{3, -r- = cosy, 
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d'où l'on tire 

<i = Acosa, ft = Acos(3, c = Acosy. 

On voit par là comment la vitesse A d'un mouvement uniforme, sui- 
vant une direction donnée, peut se décomposer dans trois vitesses a, 
b, c suivant des directions perpendiculaires entre elles. 

Si donc un corps avait à la fois deux vitesses A et B suivant des di- 
rections données, faisant avec trois axes perpendiculaires entre eux 
les angles respectifs a, p, y et X, ;x, v, il en résulterait, suivant ces mêmes 
axes, les vitesses composées 

Acosa-f-BcosX, Acos(3 4- Bcosjuî, A cosy -*-Bcosv, 

et ces vitesses donneraient une vitesse unique C, avec une direction qui 
ferait, avec les mêmes axes, les angles zs, p, <j, de manière que l'on au- 
rait 

C cosror= Acosa-t- BcosX, 

C cosp = A cos(3 -h B cosjz, 

C coso- = A cosy -h B cosv. 

Comme les lignes Acosa, AcosfJ, A cosy sont les projections sur les 
trois axes de la Hgne A prise sur la direction de la vitesse A, et ainsi 
des autres quantités semblables, il est facile de conclure des équations 
précédentes que, si l'on place les deux lignes A et B l'une au bout de 
l'autre suivant leurs propres directions, la ligne C joindra ces lignes, 
de sorte que A, B, C seront les trois côtés d'un triangle, et, si sur les 
deux lignes A et B partant d'un même point on construit un parallélo* 
gramme, la ligne C en sera la diagonale. De cette manière, la composi- 
tion et décomposition des vitesses se réduit à une considération géo- 
métrique très-simple; mais, pour le calcul, il est plus simple encore de 
tout rapporter à trois axes perpendiculaires entre eux par les formules 
précédentes, qu'on peut étendre à autant de vitesses qu'on aura à com- 
poser. 

Nous remarquerons encore que, si l'on nomme A l'angle des deux 
lignes A et B partant d'un même point, le carré de la ligne qui les 
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joindra sera exprimé, comme Ton sait, par 

A 2 — aABcosA-4-B 2 . 

D'un autre côté, en considérant les projections de ces lignes, il est aisé 
de voir que ce même carré sera exprimé par 

(Acosa — BcosX) 2 -*- (Acos(î — Bcosp) 2 -h (Acosy — Bcosv) 2 
=z A 2 -+- B 2 — 2AB(cosacosX -hcos(3cosu-f- cosycosv), 

d'où l'on tire, par la comparaison, 

cos A = cosa cosX -+- cos (3 cos/a -f- cosy cosv, 

équation qui donne la relation entre l'angle A de deux lignes et les 
angles a, p, y etX, [/., v que ces lignes font avec trois axes perpendicu- 
laires entre eux. Cette relation est connue dans la Trigonométrie sphé- 
rique; mais, comme nous aurons occasion d'en faire usage dans la 
suite, nous avons été bien aise de la démontrer par la méthode des 
projections. 

9. La considération des mouvements uniformes nous a donné la 
composition et la décomposition des vitesses; celle des mouvements 
uniformément accélérés nous donnera de même la composition et la 
décomposition des forces. 

En effet, supposons que les trois mouvements rectilignes suivant les 
axes des coordonnées x % y % z soient uniformément accélérés et produits 
par des forces accélératrices g, h, k; on aura (n° 6) 

L'élimination de / donne 

hx kx 

J S g 

ce qui fait voir que la ligne décrite en vertu de ces mouvements est 
aussi une droite passant par l'origine des coordonnées. La partie de 
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cette droite qui répond aux coordonnées x, y, z sera donc aussi 



vA* 2 4- y' 1 4- z* = i / 2 vW* 4- A* 4- A*; 

ce sera l'espace parcouru par le mouvement composé pendant le temps /, 
d'où l'on voit que ce mouvement sera aussi uniformément accéléré et 
dû à une force accélératrice égale à \/ g 2 -h h 2 -+-&*, et, comme les 
lignes ^gt 2 9 \ht 2 , ±kt 2 sont les projections de la ligne {t 2 y/g 2 -\-h 2 -\-k 2 
sur les trois axes, les rapports 



y/g* + /t* + k* vfe 2 + A 2 -*-*•* V'ér 2 H- A 2 H- A-^ 

seront les cosinus des angles que la direction du mouvement composé 
fera avec les mêmes axes. 

On voit par là que la composition des mouvements uniformément 
accélérés suit les mêmes règles que celle des mouvements uniformes, 
et que, par conséquent, la composition et décomposition des forces 
se fait de la même manière que celle des vitesses, de sorte que les for- 
mules trouvées dans le numéro précédent s'appliqueront également 
aux forces accélératrices, en substituant simplement les forces aux 
vitesses. 

Ainsi, si un mobile est sollicité à la fois par deux forces G et H, sui- 
vant des directions données, dont les angles avec trois axes perpendi- 
culaires entre eux soient respectivement a, (S, y et \, (/., v, il en résul- 
tera, suivant les directions des trois axes, les forces composées 

Gcosa-hHcosX, Gcosjî 4-Hcos|K, Gcosy 4- Hcosv; 

et, si K est la force unique résultante de celle-ci, en nommant gt, p, <r 
les angles que sa direction fera avec les mêmes axes, on aura les équa- 
tions 

K cosej= G cosa -h H cosX, 

Kcosp =Gcosp-hHcos/i, 
Kcosc7=: Gcosy -+- Hcosv. 

Cette manière de considérer la composition des vitesses et celle des 
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forces comme des résultats de la composition des espaces parcourus me 
parait la plus naturelle, et elle a l'avantage de faire voir clairement 
pourquoi la composition des forces suit nécessairement les mêmes lois 
que celle des vitesses. Comme on peut considérer les forces indépen- 
damment du mouvement, on a cherché à déduire leur composition de 
principes purement géométriques ou analytiques; mais il ne serait pas 
impossible de prouver que toutes les démonstrations qu'on a données 
de la composition des forces ne sont que la composition des espaces, 
déguisée; il n'en faut peut-être excepter que celles qui sont fondées sur 
l'équilibre du levier droit. 

10.. Si les mouvements suivant les axes des coordonnées étaient 

composés d'uniformes et d'uniformément accélérés, de manière que 

l'on eût 

x = at -¥ ïg7 2 , y=bt-±\hP, z = et -+- .J/r/ 2 , 

alors la ligne décrite en vertu de ces mouvements ne serait plus droite; 

elle serait seulement dans un même plan passant par l'origine des 

coordonnées, car, en éliminant t et t 1 des trois équations, on aurait une 

équation de la forme 

Ix -+- my-\- nz = o. 

Mais on peut composer a part les trois mouvements uniformes et les 
trois mouvements uniformément accélérés; et il en résultera un mou- 
vement composé d'un simple mouvement uniforme suivant une direc- 
tion donnée, et d'un simple mouvement uniformément accéléré suivant 
une autre direction donnée. 

La nature nous présente aussi la combinaison de ces mouvements 
dans les projectiles lancés obliquement à l'horizon, en faisant abstrac- 
tion de la résistance de l'air. Le mouvement uniforme, effet de la vi- 
tesse imprimée, se continue en ligne droite, comme s'il tétait seul; et le 
mouvement uniformément accéléré, effet de la gravité du corps, se con- 
tinue aussi verticalement de haut en bas, comme s'il était unique dans 
le mobile, de manière qu'au bout d'un temps quelconque le corps se 
trouve au même point où il serait si ces deux mouvements s'effec- 
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tuaient successivement et indépendamment l'un de l'autre; et à 
chaque instant, le corps a à la fois la vitesse du mouvement uniforme 
et la vitesse du mouvement uniformément accéléré, et de ces deux vi- 
tesses suivant des directions différentes, se compose la vitesse du pro- 
jectile. 

Soit H la hauteur d'où il faudrait qu'un corps tombât pour acquérir 
la vitesse avec laquelle le projectile est lancé obliquement a l'horizon ; 
cette vitesse sera exprimée par y/2R, en prenant la force accélératrice 
de la gravité pour l'unité (n° 6). De là, en prenant les abscisses x ho- 
rizontales et dans le plan de la ligne de projection, et les ordonnées y 
verticales et dirigées de haut en bas, et nommant a l'inclinaison de la 
ligne de projection avec l'horizontale œ, on aura v/^Hcosa et y^Hsina 
pour les vitesses horizontale et verticale : donc les expressions de jt et 
y deviendront 

x=2 t y/^Hcosa et jr = t^iHsïna — ^/ 2 , 

parce que, la direction de la gravité étant contraire à celle des ordon- 
nées y, le terme ±t* 9 dû a l'accélération de la gravité, doit être pris né- 
gativement. En éliminant t de ces équations, on aura 



y = xian%oc — 



4Hcos*a' 



équation à une parabole, d'où l'on pourra déduire les propriétés con- 
nues de la trajectoire des projectiles dans le vide; mais ce n'est pas ici 
le lieu d'entrer dans ce détail. 
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CHAPITRE III. 



DU MOUVEMENT CURVILIGNE. DES VITESSES ET DES FORCES DANS CES MOUVEMENTS. 
ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLLICITÉ PAR DES FORCES 
QUELCONQUES. DE LA MANIÈRE D*ÉLIMINER LE TEMPS DANS CES ÉQUATIONS POUR 
TROUVER LA COURBE DÉCRITE PAR LE CORPS. 



11. Considérons maintenant un mouvement quelconque, et suppo- 
sons que les coordonnées x 9 y, z de la courbe décrite par le mobile 
soient des fonctions données du temps t. Dans un instant quelconque, 
au bout du temps t, le corps aura, suivant la direction de l'axe des x, 
la vitesse x' et la force accélératrice x" (n° 6); il aura pareillement, 
suivant la direction de l'axe des y, la vitesse y et la force accéléra- 
trice y\ et, suivant la direction de Taxe des z 9 la vitesse z' et la force 
accélératrice z". Donc les trois vitesses x\y\ z donneront la vitesse 
composée \jxf' é -\-y 2 + z %1 9 que nous appellerons w, dont la direction 

fera avec les trois axes des angles dont les cosinus seront — * — * 

— > de sorte que, nommant a, p, y ces angles, on aura (n° 8) 

x' = Mcosa, y=MC0s(3, z' = ucosy. 

Nous remarquerons d'abord ici que l'expression de la vitesse u du 
mobile est la même que celle de la fonction prime de l'arc de la courbe 
parcourue (n° 37, II e Partie), de sorte que, nommant en général s l'es- 
pace curviligne parcouru par le corps et le regardant comme une fonc- 
tion du temps, on aura s' pour vitesse réelle du mobile, comme si le 
mouvement était rectiligne. Nous remarquerons ensuite que la direc- 
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tion de cette vitesse sera la même que celle de la tangente de la courbe ; 
car, par les formules du n° 33 de la deuxième Partie, on voit que y et 
z' sont les tangentes des angles que la tangente de la courbe projetée 
sur le plan des x et y et sur celui des x et z fait avec l'axe des x; mais, 
comme dans ces formules y et z sont supposées fonctions de x, pour les 
appliquer au cas où Ton suppose x 9 y 9 z fonctions d'une troisième va- 
riable t f il faudra, suivant la remarque du n° 50 de la première Partie, 

y J z' 
substituer -7 et —, à la place de y' et z\ de sorte que les tangentes des 

Y' z' 
angles dont il s'agit seront exprimées par ~ et ~; ces angles seront 

donc les mêmes que ceux des projections sur les mêmes plans de la 
ligne qui serait décrite par la vitesse composée de trois vitesses x' 9 y 9 
z' (n° 7); par conséquent, cette ligne coïncidera avec la tangente de la 
courbe. De là il suit que, si les causes qui empêchent le mouvement 
d'être rectiligne et uniforme venaient à cesser subitement dans un in- 
stant quelconque, le mobile continuerait son mouvement par la tangente 
avec une vitesse égale a la fonction prime de l'arc décrit. 

Suivant le Calcul différentiel, les fonctions primes x\y\ z' sont re- 
présentées par -j-i -j-> y, 9 e * ' es fonctions secondes jr", v", s" par -^p 

rf2 r d*z é . # . 

~3t*' ~dt*' en P renan * " £ constant. 

12. Les trois forces accélératrices x'\ V\ z" donneront de même 



(n° 9) une force unique exprimée par \'x"--hy"'-h z"' 2 , que nous appel- 
lerons P et dont la direction fera avec les trois axes des coordonnées x 9 

x" r" z" 
y 9 z des angles dont les cosinus seront -p > 4p Tp de sorte que, nom- 
mant 1 9 (a, v ces angles, on aura 

a: jr =PcosX f y"= Pcos/x, £"=Pcosv. 

Ainsi, connaissant la loi du mouvement du corps, c'est-à-dire les 
valeurs de x 9 y 9 z en /, on pourra trouver, par ces équations, la force 
accélératrice et sa direction à chaque instant, et, réciproquement, con- 
naissant la force P avec les angles 1 9 ja, v, on aura trois équattons du 
IX. 45 
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second ordre qui serviront a déterminer x,y et z en t. Les problèmes 
de la première espèce ne dépendent que de l'analyse directe des fonc- 
tions et sont, par conséquent, toujours résolubles; ceux de la seconde 
espèce dépendent de l'analyse inverse des fonctions et sont sujets à 
toutes les difficultés de cette analyse. 

Si le mobile était sollicité à la fois par deux forces accélératrices P 
et Q suivant des directions faisant avec les axes des x % y, z des angles 
X, jx, v pour la force P et u, p, <* pour la force Q, on aurait, par les for- 
mules des numéros cités, 

x" = PcosX 4-Qcosgj, 
y = P cos/x -f- Q cosp, 
z"= Pcosv -hQcos<7, 

et ainsi de suite, pour tel nombre de forces qu'on voudra. 

13. Supposons que les directions des forces P et Q fassent avec la 
tangente de la courbe les angles A, T; puisque, dans les formules du 
n° 11, les angles a, (3, y sont les mêmes que ceux de la tangente avec 
les trois axes, on aura, par la formule trouvée à la fin du n° 8, 

cosA = cosacosX -+- cos{3cos/z-h cosy cosv, 

et de même, 

cosT = cosacoscj-h cos(3cosp ■+- cosy cosc 

Donc, multipliant les trois dernières équations du numéro précédent 
par cosa, cosp, cosy et les ajoutant ensemble, on aura 

x"cos<x. -\-y" cos$ -+- s"cosy = PcosA -+-QcosI\ 

■ • x' y' z' 

Substituant pour cosa, cosjî, cosy leurs valeurs — ■* — ■ — (n° 11) et 



u u II 



x , x"-*- r y-hz , z" 



remarquant que = * est la fonction prime de V-^+v^H-s' 2 , 

M ^ y/x'*-hy'*+z* r 

c'est-à-dire de s\ que, par conséquent, cette quantité est égale à s", on 

aura l'équation 

s"=:PcosA4-Qcosr, 
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qui est, comme Ton voit, semblable aux équations du mouvement rec- 
tiligne suivant les trois axes. 

Cette équation sert à déterminer directement la vitesse réelle du 
corps, qui est exprimée par s', et Ton voit que les forces perpendicu- 
laires à la tangente n'influent en rien sur la vitesse, puisque, les angles 
A, r étant alors droits, leurs cosinus sont nuls, ce qui détruit les termes 
dus à ces forces dans l'expression de s"; d'où l'on peut conclure, en gé- 
néral, que lorsqu'un corps est contraint de se mouvoir dans un canal 
d'une figure donnée, comme l'action des parois du canal sur le corps 
ne peut s'exercer que perpendiculairement au canal même, la vitesse 
du corps ne sera nullement altérée par cette action. Au contraire, les 
forces qui agissent suivant la tangente produisent sur la vitesse leur 
plein et entier effet, comme si le mouvement du corps était rectiligne, 
puisque, les angles A, r devenant nuls par ces forces, leurs cosinus 
sont égaux à l'unité. 

14. La gravité et toutes les forces d'attraction connues agissent éga- 
lement sur toutes les parties matérielles des corps et produisent le 
même mouvement, abstraction faite de l'inégalité des forces à raison 
des distances, de sorte que l'effet de l'action de ces forces est indépen- 
dant (Je la masse du corps mû et est le même, par rapport à la vitesse 
imprimée, que si la masse était réduite à un point. Dans les attractions 
réciproques des corps, la force d'attraction est proportionnelle à la 
masse du corps attirant, parce que chacune de ses particules attire éga- 
lement; par conséquent, le mouvement absolu imprimé au corps attiré 
est simplement proportionnel à la masse du corps attirant. 

Il n'en est pas de même des forces qui ne pénètrent point dans l'in- 
térieur des corps et qui n'agissent qu'à l'extérieur, comme l'action des 
ressorts, celle de la résistance des fluides, les forces produites par la 
pression, par la tension des fils, etc. Il est clair que ces forces ne 
peuvent produire le même effet sur différents corps, à moins qu'elles 
ne soient proportionnelles à leurs masses; car, si une force double, 
par exemple, agit sur un corps de masse double, c'est la même chose 
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que si deux forces simples agissent séparément sur deux masses simples ; 
il est clair aussi que l'effet produit sur une même masse ou des masses 
égales par différentes forces, c'est-a-dire le mouvement ou la vitesse 
imprimée, doit être proportionnelle aux forces; ainsi, si une force F, 
agissant sur une masse M, y imprime la vitesse V, une force m¥ 9 agis- 
sant sur la masse mM, y imprimera la même vitesse V; mais la 
force mF, agissant sur la masse M, lui imprimera la vitesse /nV: donc la 
même force m¥ imprimera k la masse mM la vitesse V et k la masse M 
la vitesse m\ f d'où il suit que les vitesses imprimées par une même 
force a des masses différentes sont en raison inverse des masses. Donc, 
en général, l'effet d'une force donnée sur une masse donnée est en rai- 
son directe de la force et en raison inverse de la masse, ou comme la 
force divisée par la masse. 

Ce principe est confirmé par l'expérience, car un ressort placé entre 
deux corps et agissant également sur l'un et sur l'autre leur imprime 
des vitesses en raison inverse de leurs masses. Lorsque deux corps 
durs, mus sur la même ligne en sens opposés, viennent k se choquer 
avec des vitesses en raison inverse de leurs masses, ils s'arrêtent après 
le choc par la destruction réciproque de leur mouvement, et s'ils sont 
parfaitement élastiques ils sont réfléchis en arrière, chacun avec la 
même vitesse qu'il avait avant le choc. 

Dans les corps pesants, comme la gravité agit également sur toutes 
les parties de la masse du corps, son action absolue est proportionnelle 
k la masse; donc, divisant cette action par la masse, l'effet de la pe- 
santeur pour imprimer du mouvement aux corps devient indépendant 
de leur masse et est le même pour tous les corps. Mais si deux corps 
pesants se tiennent par un fil passant sur une poulie, comme les forces 
qui résultent de leur pesanteur, et qui sont proportionnelles aux masses, 
tirent le fil en sens contraire, il n'y a que la différence de ces forces 
qui puisse leur imprimer du mouvement, et, comme les deux corps 
doivent se mouvoir conjointement et parcourir le même espace vertical 
dans le même temps, la masse totale a mouvoir est la somme des 
masses; ainsi, l'action de la gravité pour mouvoir ces corps se trouve 
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diminuée en raison de la différence des masses à leur somme; par con- 
séquent, les espaces parcourus au bout d'un temps quelconque seront 
à ceux d'un corps pesant qui tombe librement dans la même raison. 
C'est ce que l'expérience confirme dans la machine inventée par Atwood 
pour démontrer les lois de l'accélération des graves. 

15. Il résulte du principe que nous venons d'exposer que les forces 
accélératrices d'un corps doivent être estimées par les valeurs absolues 
des forces qui agissent sur le corps, divisées par la masse même du 
corps. Ainsi, si P, Q, ... expriment les valeurs absolues des forces qui 
agissent sur un corps dont la masse est M, suivant des directions qui 
fassent avec les axes des coordonnées oc, y, z les angles X, ;x, v pour la. 

force P, les angles ni, p, s pour la force Q, et ainsi des autres, il faudra, 

P 
dans les formules du n° 12, mettre partout «=> ^ ••• à la place de P, 

Q,\ . . , ou, ce qui reviendra au même, multiplier par M les quantités .r", 
y", z". De cette manière on aura donc, pour les équations du mouve- 
ment du corps M, sollicité par les forces ou puissances quelconques 
P, Q, . . . , les équations 

M#"=PcosX -4-Qcosgjh- . . . , 
M/" = Pcos/A-f- Qcosp -h . . . , 
Mz" = Pcosv H-Qcos<7 i- . . . . 

Lorsque des corps s'attirent mutuellement, comme l'attraction est 
censée venir de toutes les parties de la masse attirante et agir sur toutes 
les parties de la masse attirée, il s'ensuit que la valeur absolue de la 
force d'attraction entre deux corps doit être proportionnelle au produit 
de leurs masses. 

16. Dans ces équations, les coordonnées x 9 y, z sont regardées 
comme des fonctions du temps /. Pour avoir les équations mêmes de 
la courbe décrite par le corps, il faudra éliminer le temps et réduire les 
coordonnées y et z à de simples fonctions de x. Voici l'esprit el le fon- 
dement de cette réduction. 
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En regardant les quantités x, y, z comme fonctions de /, lorsque / 
devient /-f-0, ces quantités deviennent 

02 0* 

X+ Qx'-\ X* A r/+ . . . , 

2 2.3 

02 03 

2 3 

z-hQz'-\ z" -\ ; 2"+., , 

2 2.3 

par les principes établis dans la première Partie sur le développement 
des fonctions. 

En regardant, d'un autre côté, y et z comme fonctions de x, lorsque 
x devient x -h /, ces mêmes quantités deviennent 

r + f(/) + £(/*)+^(r') + .--. 
, + /(v) + ^(^) + iL(^) 4-.... 

Je renferme ici les quantités y 9 y" 9 ..., z\ z'\ ... entre des paren- 
thèses, pour les distinguer des mêmes quantités relatives à la première 
hypothèse. 

Donc, si Ton fait 

02 03 

i = Qx'-h — x" -\ 5 x'" -h . . . , 

2 2.3 

il faudra que Ton ait, quel que soit 9, l'équation 
et de même, 

I 2 I 3 02 03 

Substituant la valeur de i et comparant les termes affectés de la même 
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puissance de 6, la première équation donnera 

et ainsi de suite; d'où l'on tire 



(/, = *. [^,_î^lfl-! = £_« 



w __ y - (/ ) *'" - 3 [f ) x'x" _ y m ?x" Zfx" 3 fx** 

et ainsi de suite; et l'on aura, par la seconde équation, des formules 
semblables pour (z), (z"), ... en changeant seulement la lettre y 
en z. 

Ces formules s'accordent avec celles que nous avons trouvées, d'une 
autre manière, dans la première Partie (n° 50), car on voit que 



(/)=£» i/)= 



,M U'j 






L'analyse précédente est plus directe et résulte des premiers prin- 
cipes de la chose ; mais celle de l'endroit cité a l'avantage de faire voir 
la loi de la progression, car elle donne immédiatement 

!/)= £, „* != k)ï, ^,=ngr. .... 

et ainsi de suite, en désignant par un trait appliqué aux parenthèses 
carrées la fonction prime de la quantité renfermée entre les paren- 
thèses. 

Par le moyen de ces formules, on pourra transformer les équations 
qui contiennent les fonctions dérivées x', x", . . . , y\ y", . . . , z\ 
z", . . . relativement à / en d'autres équations où il n'y ait que les 
fonctions dérivées (y), (y), . . . , {z')> (z"), . . . relativement à x. 
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CHAPITRE IV. 



DE LA QUESTION OU IL S AGIT DE TROUVER LA RÉSISTANCE QUE LE MILIEU DOIT 
OPPOSER POUR QUE LE PROJECTILE DÉCRIVE UNE COURRE DONNÉE. ANALYSE DE LA 
SOLUTION QUE NEWTON A DONNÉE DE CE PROBLÈME DANS LA PREMIÈRE ÉDITION 
DE SES « PRINCIPES ». SOURCE DE L'ERREUR DE CETTE SOLUTION. DISTINCTION 
ENTRE LA MÉTHODE DES SÉRIES ET CELLE DES FONCTIONS DÉRIVÉES, OU DU 
CALCUL DIFFÉRENTIEL. 



17. Pour montrer l'usage des formules que nous venons de donner, 
supposons qu'on demande la résistance du milieu en vertu de laquelle 
un corps pesant lancé dans ce milieu décrirait une courbe donnée. On 
regardera la résistance comme une force retardatrice qui agit dans la 
direction même du corps, c'est-k-dire dans celle de la tangente de la 
courbe; ainsi, en nommant r la résistance, c'est-à-dire l'action du mi- 
lieu résistant sur la surface du corps, divisée par la masse même du 
corps, on aura — rcosa, — rcosjï, — rcosy pour les forces accéléra- 
trices qui en résultent suivant les directions des axes des x, y, z, les 
angles a, p, y étant ceux de la tangente avec ces axes. De plus, si l'on 
nomme g la force accélératrice de la gravité, et qu'on prenne les coor- 
données y verticales et dirigées de bas en haut, on aura — -g pour la 
force accélératrice provenant de la gravité suivant les coordonnées/. 

Donc les équations du mouvement seront 

x" = — rcosa, jr"= — g— rcos(3, z"=— rcosy. 

r' v" x r 

Substituant pour cosa, cosp, cosy leurs valeurs — , * , _ ( n <> ff j f q 
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//, vitesse du corps, est =s'=. \jx' 2 -\-y"*-i-z'' À , on aura celle-ci 
„ rx 1 „ ry' „ vz' 

U ° U II 

La première et la dernière donnent 



x' ~~ z' 
d'où l'on tire, en prenant les fonctions primitives , 

z = m x -h n, 

met n étant des constantes arbitraires. Cette équation, étant celle d'un 
plan vertical, fait voir que la courbe est nécessairement toute dans ce 
plan : ainsi, en prenant l'axe des x dans ce même plan, on aura z = o 
et z'= o, et les équations de la courbe se réduiront aux deux premières. 
Mais, comme dans ces équations les variables x 9 y sont supposées 
fonctions du temps, et que pour avoir l'équation de la courbe on doit 
regarder y comme fonction de x, il faudra chercher ses fonctions dé- 
rivées dans cette hypothèse par les formules du numéro précédent. 

Supposons, pour abréger, - = q; on aura 



x"=---qx\ f—--g-qf\ 
substituant ces valeurs dans l'expression de (y) du n° 16, on aura 



W)=-&\ 



ainsi la valeur de q dépend de ( v'"). Or on a, par le même numéro, 

_f_ ?x m _ 3{r")x" 



(J*)=£î 



x' 3 x'* x" 2 



mais, connaissant les valeurs de x" et y, il n'y aura qu'a prendre leurs 
fonctions primes pour avoir celles de x" et y", et l'on trouvera, en 
désignant par q' la fonction prime de q, 

x"' = - qx"-q'x' = [q*-q')x'> 
IX. 46 
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Par ces substitutions, les deux premiers termes de la valeur de [jT , 
donneront ^£ e t le terme * donnera r?; de sorte que 

l'on aura (>") = — ^f. Or, a étant = ' * on fera cette sub- 

r' 
stitutiou, et l'on en chassera x' et y' au moyen des équations (j/) = *— : 

et fy) = f^» lesquelles donneront 



on aura ainsi 

«xrfr". 2 



Comme les fonctions dérivées (y ) f (y), {y") se rapportent maintenant 
h la variable x, nous pouvons les représenter simplement par y, y". 
y'; on aura donc 

r _ y n/' -+-,r' 2 

Or, la courbe étant donnée, on a j en fonction de x : de là on tirera 
les fonctions dérivées y, y, y", et la formule précédente donnera, 
pour chaque point de la courbe, le rapport de la résistance à la gravité. 

La vitesse u sera 



c'est-à-dire, en changeant (y) en y, 



_ v'gVi-t-r'' 

s/- y 

Pour traduire ces formules en Calcul différentiel, il faudra changer 
y ™^> et y en ^p en prenant dx constant, parce que ces fonc- 
tions dérivées sont ici relatives à la variable x. 

Si Ton suppose la résistance proportionnelle au carré de la vitesse et 
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à ia densité du milieu, alors, nommant A celte densité dans un lieu 

quelconque, on aura 

r=mn*X 

m étant un coefficient constant; donc, substituant la valeur de //, 
et, mettant cette valeur dans l'équation ci-dessus, elle deviendra 



m A: 



a/Vu-/* 



par où Ton déterminera la densité du milieu nécessaire pour faire dé- 
crire la courbe donnée. Réciproquement, cette équation servira à déter- 
miner la courbe lorsque la densité du milieu sera donnée. 

Pour les projectiles lancés dans l'air, on peut supposer la densité du 

milieu constante; ainsi, faisant, pour plus de simplicité, 27wA=t> 
l'équation de la courbe sera 



s étant l'arc de la courbe, d'où l'on tire, en prenant les fonctions pri- 
mitives, 

A étant une constante arbitraire : c'est la forme la plus simple sous 
laquelle puisse être mise l'équation de cette courbe. On peut tirer de 
ces équations les différentes approximations qui ont été données jus- 
qu'ici pour la détermination de la courbe décrite par les boulets et les 
bombes; mais les bornes de cet écrit nous empêchent d'entrer dans 
aucun détail sur ce sujet. 

18. Nous remarquerons encore qu'on aurait pu déduire tout de suite 
l'équation de la courbe des équations du mouvement, 

// rx ' // r / 
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par l'élimination immédiate du temps t. En effet, x et y étant (onctions 
de /, on peut réciproquement regarder v et / comme fonctions de x, et, 
par la règle donnée dans le n° 50 de la première Partie, si Ton regarde, 
en général, x,v 9 / comme fonctions d'une autre variable quelconque 3, 

x' y' \ /' / \V ) 

il faudra substituer -7 et — - à la place de x\ y, et —-,---» --p— à la 

place de x\y" ; mais, en prenant x pour variable principale à la place 

de /, on fera.r'— 1, et l'on aura k substituer -, et y à la place de x' 

V y" r 1" 
et y, et — -,- et — — ^ à la place de x" et y". 

Les deux équations deviendront donc, à cause de / = \x' 2 -\-y 2 , 
t' _ r y" y J V _ ry* 

d'où il faudra éliminer la fonction /'. Substituant, dans la seconde équa- 

/" 
tion, la valeur de -^ tirée de la première, elle deviendra 

r" 

'jt7> = -g; 

divisant par y 7 , et prenant de part et d'autre les fonctions primes, on 

aura 

_ a /" _ gT 

n - f^ 

valeur qui, étant substituée dans la première équation, donnera, comme 
plus haut, 



v /i +y 



A l'égard de la vitesse w — s — \x" 2 -t-/ 2 , elle deviendra 
et, comme on vient de trouver /'— 4/— i-, la vitesse deviendra 
^- v — ---> comme ci-dessus. 



v'-y 



Si la force de la gravité # était variable, alors la valeur de - que 
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Ton vient de trouver ne serait plus exacte, car, en prenant les fonc- 
tions primes de l'équation 

t" 1 y" 
on aurait 

t'*-y"* f" 

et la substitution de cette valeur donnerait 



g % f* Igf 

Cette manière d'éliminer le temps dans les équations du mouvement, 
pour avoir l'équation de la courbe décrite, est analogue à celle qu'on 
emploie dans le Calcul différentiel; mais l'analyse du n° 16, fondée sur 
le développement des fonctions, est, à certains égards, plus directe; 
elle nous sera d'ailleurs utile pour découvrir, comme nous l'avons an- 
noncé au commencement de cet écrit, la véritable source de la méprise 
où Newton est tombé dans la première édition des Principes, en résol- 
vant le problème dont nous venons de nous occuper. 

Quoiqu'il puisse paraître peu important de découvrir en quoi et com- 
ment Newton a pu se tromper dans une solution qu'il a ensuite lui-même 
abandonnée, néanmoins, comme tout ce qui a rapport à l'invention et 
aux premiers développements de l'Analyse infinitésimale mérite l'at- 
tention de ceux qui s'intéressent à l'histoire des sciences, j'ai cru que 
l'on me saurait gré de discuter de nouveau ce sujet, comme un point 
qui n'a pas été assez éclairci, parce qu'il tient à une distinction subtile 
entre la méthode différentielle et la méthode des séries, que Newton a 
employée dans sa première solution (liv. II, prop. X). 

19. Voici la construction qui sert de fondement à cette solution. Le 
mobile étant parvenu à un point quelconque de la courbe, sans la ré- 
sistance et la gravité il décrirait, dans un temps donné très-petit, une 
partie très-petite de la tangente que nous désignerons par a; soient y le 
petit espace que la gravité lui ferait décrire dans le même temps per- 
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pendiculairement à l'horizon, et p le petit espace dont la résistance 
diminue l'espace a parcouru sur la tangente; il est clair que le rapport 
de p k y sera celui de la résistance à la gravité. Ainsi le corps, dans le 
temps qu'il aurait parcouru sur la tangente l'espace a— p, serait 
descendu verticalement de la quantité y; par conséquent, y sera la 
flèche de l'arc a — p. Maintenant, si l'on considère le corps comme 
partant du même point et rebroussant chemin pour décrire en sens 
contraire le même arc de courbe qu'il a parcouru, il faudra regarder la 
résistance comme négative, et par conséquent comme une force qui 
accélère le mouvement au lieu de le retarder. Le mobile décrira ainsi, 
dans le même temps très-petit, l'espace a -f- p sur la même tangente 
dans une direction contraire, et descendra verticalement par le même 
espace y, en vertu de la gravité. Par conséquent, y sera la flèche de l'arc 
a-f- p, pris de l'autre côté du point de la courbe dont il s'agit. Or les 
flèches étant, pour les arcs infiniment petits, comme les carrés des arcs 
ou des tangentes, la flèche de la portion a — p de l'arc a-f p sera 

y(— — )"î donc l a différence des flèches pour les arcs égaux a — p, 

pris de part et d'autre du point donné de la courbe, sera 



[■ 

ce 


S; 


(« + P) 2 J" 

on aura 


_ 4«yp 






:ô 


. P s 
et - = - 

y 


(« + p) 2 _ 
4 «y 2 


: 4?' 



4 *yp 

à cause que la petite ligne p, parcourue d'un mouvement uniformément 
accéléré, est infiniment plus petite que la ligne a, parcourue dans le 
même temps d'un mouvement uniforme. 

Tel est le raisonnement de Newton, présenté de la manière la plus 
claire, et le résultat que nous venons de trouver s'accorde avec celui du 
corollaire II du problème cité, où il est visible que les lignes CF et FG 
sont ce que nous avons nommé a et y, et que la différence FG — K/ 
est ce que nous avons nommé 55. 
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Maintenant, en prenant les abscisses a? horizontales et les ordonnées v 
verticales et dirigées de bas en haut, Newton suppose que, pour l'ab- 
scisse x -f- o, l'ordonnée exprimée en série est 

' y+ Qo — Ro 2 — So 3 -4-..., 

et il remarque que la partie de la tangente qui répond à la partie o de 
l'axe est o \/i -hQ% et que la flèche, c'est-à-dire la partie de l'ordonnée 
comprise entre la courbe et la tangente, est Ro 2 -h So 3 -+- — En fai- 
sant o négatif, on aura la flèche qui répond à la même partie de la tan- 
gente, prise de l'autre côté du point de contact, et qui sera, par 
conséquent, Ro- — So 3 -h. . ., et la différence des deux flèches sera 
2S0 3 — — Or il est visible que les quantités oyi + Q 2 , Ro'-i-So'-b. . . 
et 2S0 3 — ... répondent à celles que nous avons nommées a, y et ?>; 

donc la quantité j—;* qui exprime le rapport de la résistance à la gra- 
vité, deviendra, en divisant le haut et le bas par o\ 

^(R-t-So)* "~~ . iR* ' 

la quantité infiniment petite o s'évanouissant à côté de la quantité R. 
C'est aussi le résultat trouvé par Newton dans l'exemple premier du 
même problème. 

Suivant notre notation, lorsque x devient x -ho, y devient 

donc, comparant avec la série de Newton, on a 

«=/. » = -£• S = -£s ; 
substituant ces valeurs dans la formule précédente, le rapport de la 

Y^ \l I -4— v' ^ 

résistance à la gravité deviendra — - — 3 „/ > au lieu que nous l'avons 

y M \l 1 -4— y' - 

trouvé ci-dessus (n° 17) — — — ^r~ • D'où il suit que la solution de 
Newton est fautive. 
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Il est remarquable que, si Ton substitue simplement y\ y", y" ou 

dy d 2 y d*y ~ n lA _ 4 » . 

--» y^> y^ pour Q, — R, —S, on a un résultat exact : c est ce qui 

a fait croire aux Bernoulli, qui ont découvert les premiers Terreur de 
Newton, et à tous ceux qui en ont parlé depuis, que cette erreur venait 
de ce que Newton avait pris les termes de la série Qo — Ro 2 — So*— . . . 
pour les différences premières, secondes et troisièmes de l'ordonnée, 
tandis que ces termes ne sont égaux qu'à ces différences divisées par i , 
2, G, Mais il est facile de voir que la solution de Newton est indé- 
pendante de la considération de ces différences et que la substitution 

des termes Ro 2 , So* de la série dont il s'agit à la place des quantités p 

%, * 

et -» dans la formule £-» est légitime; ainsi l'erreur doit être dans 

cette formule même, qui donne le rapport de la résistance à la gravité, 
et ce qui doit le prouver sans réplique, c'est que, si la gravité était va- 
riable, la même formule aurait encore lieu, puisque dans les deux mou- 
vements direct et rétrograde le corps est censé descendre verticalement 
de la même ligne y. Ainsi, dans ce cas, on devrait aussi avoir une so- 
lution exacte parla substitution de y\ y, y à la place de Q, — R, — S, 

ce qui n'est pas, comme on le voit par la valeur de - que nous avons 
trouvée pour ce cas dans le numéro précédent. 

20. Pour découvrir la source de l'erreur, nous allons réduire la so- 
lution de Newton en analyse. En nommant u la vitesse dans un point 
de la courbe, mO est l'espace que le mobile parcourrait dans la tangente 
pendant le temps 8, sans la gravité et la résistance. Nommant g la force 

absolue de la gravité et r celle de la résistance, ^ et — seront les 

espaces parcourus en vertu de ces forces, regardées comme constantes 
pendant le temps 0, supposé très-petit. Ainsi le corps aura parcouru, 

suivant la tangente, l'espace wO , et, suivant l'ordonnée verti- 
cale y, l'espace- — > lequel représente la flèche qui répond à la tan- 
gente */Q Supposons maintenant, comme Newton, que le mobile 
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rebrousse chemin avec la même vitesse u et sur la même tangente; 

dans le temps T, il décrirait l'espace uT-h -y-» parce que la résistance 

doit être prise en sens contraire; c'est l'espace pris négativement qui 

répond au temps — — T, et la flèche correspondante serait -— > et, si 

l'on veut que les deux espaces décrits de part et d'autre soient égaux, 
comme Newton le suppose, on aura l'équation 

«9 = «T+ - — , 

?. i 

d'où l'on tire, auxô* près, 

U 

Substituant cette valeur dans la flèche £ — , elle devient &LL.. e t 

la différence des deux flèches sera &—\ c'est la quantité que nous 

avons nommée ci-dessus S. D'un autre côté, il est clair qu'on a, suivant 
les dénominations employées ci-dessus, 

, rô* £0 2 rO* 

donc 

r _ p <$a 



de là, en faisant ol = o\ i-f-Q 2 , et prenant Ro 2 -hSo :, f Ro* — So 1 pour 
les deux flèches, ce qui donne y = Ro 2 , 55 = 2So\ on a 

comme Newton Ta trouvé par sa construction. 

21. Maintenant il est aisé de voir que ce résultat vient des équa- 
IX. 4 7 



Digitized by 



Google 



370 THÉORIE DES FONCTIONS, 

tions 



u9~ — = o^i + Q» f -«T-^^-^i + Q 2 , 



2 



£i 2 = R a + Sa s , £lî = Ro«- So\ 

a 2 

ou bien simplement de celles-ci, 

2 2 

en prenant et o positivement et négativement, ce qui revient à véri- 
fier ces équations indépendamment de la valeur de o, qui en effet doit 
demeurer indéterminée, étant supposée très-petite. 

La première équation donne, aux termes du troisième ordre près, 
et o étant du premier, 



9 = 



_ ° >/ ' ± Q a • r v + Q 2 )° 2 



2« a 



Cette valeur étant substituée dans la seconde, on a, au quatrième ordre 
près, 



3 



2 U' À 2 M* 

et la comparaison des termes homogènes en o donne 
R= g('-*-Q 2 ) S= g r(» + Q^)^ 



2a-* 2tt* 



De la première on tire u 7 = Q- " K et, cette valeur étant substituée 
dans la seconde, on a le résultat de Newton : 



g~ 2 R> 

Mais nous devons remarquer que ce dernier résultat, étant tiré de la 
comparaison des termes affectés de o* dans la transformée de l'équation 

5 — = Ro 2 -hSo 5 , ne saurait être exact, parce que le premier membre 

de cette équation, qui est l'expression de la flèche en temps, n'est lui- 
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même exact qu'aux 6 3 près, de sorte qu'à la rigueur il n'y a d'exact 
que le résultat R= £— — ~— > tiré de la comparaison des termes du se- 
cond ordre. Pour avoir de cette manière la valeur exacte de-> en la 

déduisant des termes affectés de o\ il faudrait que l'expression de la 
flèche en 6 fût elle-même exacte jusqu'aux S ; mais, le terme qui de- 

vrait suivre ^— n'étant pas donné immédiatement par les principes 

de la Mécanique, on ne peut le trouver que par la loi de la dérivation, 
de la manière suivante. 

« 
22. Puisque, suivant l'hypothèse de Newton (n° 19), a: croissant 

r0 2 

de o, y croît de Qo — Ro 2 — S<? 5 — . .., et que oyJi-+-Q 2 = w6 el 

Ro 2 H-So 3 = — (numéro précédent), 6 étant l'accroissement du 

temps /, correspondant à l'accroissement o de l'abscisse x, il s'ensuit 
que, / devenant / -»- 8, x devient 



.0- 



92 



et y devient 



v/1 + Q 2 y'i 4-Q 2 a 



r-f- — ■ + g) — 



Or, en rapportant à / les fonctions dérivées x\ x'\ 
lorsque t devient t 4- 6, x et y deviennent en général 



02 03 

X -+- A'' -f- JT* h X* ;c H- • 

2 2.3 

02 03 



donc, comparant avec les formules précédentes, on a 



y./ 



X' — 



y- 



v'« + Q* 
Q« 



ITT? A* 
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D'un autre côté, puisque x et v deviennent en même temps x-t-ovi 

y ■+- (}o — Wo 1 — So 3 — . . . , on aura aussi 

2 '2.3 



2.3 

Donc, comme la flèche est exprimée en général par Rtr-j-So 1 -+- ..., 
son expression en sera 

2 2.3 / * î.3 

OU 

Les deux premiers termes se réduisent à — par la substitution des 

valeurs de x\ x'\y\y'\ pour avoir le terme suivant, il n'y aura qu'à 
chercher les valeurs de x\ y m d'après celles dcr",/'. Or on a 

d'où l'on tire 

/=Q/"+Qy, donc Qa*-^=-QV. 

Pour avoir Q', je prends l'équation 

qui résulte des valeurs x' et y trouvées ci-dessus, d'où l'on tire 



donc 



Q'_,r" __<?*_! = _ £, donc Q**-*'^^ ---*-. 



Il résulte de là que l'expression de la flèche, au lieu d'être simple- 
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ment 5 — , sera ^ *-. — • Ainsi, au lieu de l'équation 



on aura celle-ci, 



"02 



gô 2 grû* 

. 2 6 M 



qui est exacte jusqu'aux quantités du troisième ordre. En y substituant 
la valeur de 8 du numéro précédent, qui est exacte jusqu'aux quantités 
du second ordre, on aura, au quatrième ordre près, 

2W 2 l 2/é 1 b«> J 



savoir, 



d'où Ton tire, par la comparaison des termes, 



.1 

2\* 



n - j n — — 

Substituant dans la seconde équation la valeur de ir tirée de la 
première, et qui est la même qu'on avait trouvée plus haut, on en 
déduira 

("/est la valeur que Newton a donnée ensuite dans la seconde édition 
de ses Principes (liv. II, prob. III), et l'on voit qu'en mettant dans 

cette valeury, — — ■> — — ^ à la place de Q, R, S, comme dans le 
n° 19, elle devient 

telle que nous l'avons trouvée dans le n° 17. 
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23. Si l'on voulait suivre la première marche de Newton, mais en 
prenant pour la flèche qui répond au temps très-petit 9 l'expression 

plus exacte «- ^- que nous venons de trouver, on aurait, pour la 

flèche qui répond au temps — T, \- ^~ ;. substituant pour T sa 

valeur en 6, — —, elle deviendrait ^! £-.?!, e t la différence des 

u 1 ou 

deux flèches serait alors -f^-' qu'il faudrait prendre pour S; les va- 
leurs de y et p seraient également, aux 6 3 près, ^— > — > et Ton aurait, 



par la substitution, 














ad 




donc 


r 
g 


3ad 
~ «y** 


Prenant maintenant, 


comme Newton, 






a 


W^os 


y = Ro>, 


3--?.So s , 


on aurait le résultat 


exact 














r 


3Sv/r^-' 


Q 2 





Comme .Newton n'est parvenu à ce second résultat qu'en suivant 
une marche analogue à celle du Calcul différentiel et en considérant, 
deux tangentes successives ou deux côtés successifs de la courbe, au 
lieu que, dans la première solution, il n'avait considéré qu'une seule 
tangente prolongée de part et d'autre du point de contact, nous avons 
cru devoir montrer comment, sans s'écarter de l'esprit de cette solu- 
tion, mais en la rectifiant par la méthode des séries, on pouvait aussi 
arriver à un résultat exact. En effet, on peut toujours trouver, par cette 
méthode, les premiers termes de l'ordonnée en série d'une courbe, 
ou en général du développement d'une fonction, lesquels satisfassent 
aux conditions mécaniques ou géométriques du problème proposé, et 
la loi de ces termes donnera l'équation du problème. C'est en quoi 
consiste la méthode qu'on peut appeler, d'après Newton, méthode 
des séries, pour la distinguer de la méthode des différences ou des 
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fonctions dérivées, par laquelle on arrive directement à cette équation 
sans le circuit des séries et sans employer d'autres termes que ceux 
qui doivent y entrer, comme on le voit par l'analyse du n° 18. 

24. Il est à remarquer, au reste, que la construction employée par 
Newton dans sa seconde solution mène à une formule semblable à 

celle de la première, que nous avons représentée par - = -^p et que 

nous avons vue n]étre pas exacte, mais avec cette différence que la 
quantité S, au lieu d'exprimer, comme dans la première solution, la 
différence des flèches qui répondent à des portions égales de la même 
tangente, prises de part et d'autre du point de contact, et dont les par- 
ties correspondantes de Taxe des x sont o et — o, doit exprimer, au 
contraire, la différence des flèches de deux tangentes consécutives, 
prises du même côté et répondantes à des parties de Taxe égales à o. 
Pour avoir ces flèches, Newton représente l'ordonnée qui répond à 
l'abscisse x -h o par la série 

P + Qo-f Ro a +So 3 + ...; 

mais il les détermine par la méthode différentielle, en prenant la diffé- 
rence d'une ordonnée intermédiaire et de la demi-somme des deux or- 
données adjacentes. Ainsi, en considérant les trois ordonnées qui ré- 
pondent aux abscisses x — o, x, x-\- o, il a la flèche Ro\ et les 
ordonnées qui répondent aux abscisses x, x 4- o, x-\- 20 donnent la 
flèche R0 2 -h 3So\ et la différence des deux flèches est 3So\ Cette 
valeur étant prise pour &, et faisant, comme dans la première solution 
(n° 19), x^oyjT+Q*, y = Ro 2 , on a 

expression exacte, comme on l'a vu plus haut. 

Suivant nos dénominations, lorsque x devient x-\-o,y devient 

y -h of n — -— h — '— h 
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La partie de la tangente qui répond à o est o\ î-hj' 2 ; c'est la valeur 
de a. La partie interceptée entre la tangente et la courbe, ou la flèche, 

est - -f —~- H ; c'est la valeur de v. Ainsi l'on a, dans les deux 

?. .». .3 * 

solutions, 

a __ y i -h y" 1 

A l'égard de S, dans la première solution, c'est la différence des flèches 

qui répondent à o et à — o, laquelle est — £—\ mais, dans la seconde 

solution, c'est la différence des flèches qui répondent àa* et k^rn-o. 
Or, j: devenant .r 4-o, y devient v"-h oy -h . . . ; donc, négligeant les o\ 

la seconde flèche sera — h - — ~i et la différence des flèches sera 

2 3.5 



----- • Substituant dans -j—^ = - y —- } /— la première valeur de 8 = — £- 
ou la seconde — — > on a les deux résultats 



dont le premier est fautif et le second exact (n° 19). 
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CHAPITRE V. 



DU MOUVEMENT D UN CORPS SUR UNE SURFACE DONNÉE OU ASSUJETTI A DE CERTAINES 
CONDITIONS. DU MOUVEMENT DE PLUSIEURS CORPS LIÉS ENTRE EUX. DES ÉQUATIONS 
DE CONDITION ENTRE LES COORDONNÉES DE CES DIFFÉRENTS CORPS, ET DE LA 
MANIÈRE D'EN DÉDUIRE LES FORCES QUI RÉSULTENT DE LEUR ACTION MUTUELLE. 
DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DU PRINCIPE DES VITESSES VIRTUELLES. 



25. Reprenons les formules générales du n° 15, et supposons que la 
force P soit dirigée vers un point ou centre déterminé par les coordon- 
nées a, b, c; si Ton nomme/? la distance recti ligne de ce centre au 
point de la courbe qui répond aux coordonnées .r, y, z, on aura 



p=tf(x — a)*+(r-b)*+(z-c}* 9 

et il est visible que # — a, y— b> z — c seront les projections de la 

ligne p sur les axes des x, y, z; donc '■ 5 > - — - seront les 

cosinus des angles que la ligne p fait avec ces axes, c'est-à-dire des 
angles X, [/., v que la direction de la force P fait avec les mêmes axes. 
Donc les termes P cosX, P cos[x, P cosv, dus a la force P dans les valeurs 

de Mx", M/", Ms", pourront être représentés par P ' r ~~ a -> P r ~ \ 

P ~" : ce sont les forces qui résultent de la décomposition de la 

force P suivant les directions des coordonnées x, y, z. 

Si maintenant on suppose/? égale à une constante d, on aura l'équa- 
tion d'une sphère dont rfsera le rayon et dont le centre sera déterminé 
IX. 48 
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par les coordonnées a, b, c 9 et la direction de la force P sera perpendi- 
culaire à la surface de cette sphère. Donc elle sera aussi perpendicu- 
laire à toute autre surface qui passerait par le même point et qui serait 
tangente à la sphère. 

Représentons par/(jr, y, z) = o l'équation de la sphère 



V''(.r — a)' 2 -h [y— b) 2 +(z — c) 2 — d= o; 
on aura, en prenant les fonctions primes, 

et, comme on a supposé p = d, il est clair que les forces dirigées sui- 
vant x, y 9 z et résultantes de la force P seront exprimées par Vf[Jr) 9 

P/'l.v), P/(a). 

26. Si Ton a une surface représentée par l'équation 

F[x,y, z)=o, 

laquelle soit tangente de la sphère dont il s'agit, il faudra, par ce qu'on 
a vu dans le n° 40 de la deuxième Partie, que les trois fonctions primes 
F'(x), F'(j), F'(z) de cette surface soient proportionnelles aux fonctions 
primes/^a?), /'(/), /'(z) de la surface de la sphère. Donc, si la force P 
agit perpendiculairement à cette surface, il en résultera, suivant les 
directions de x, y, z, trois forces proportionnelles à VY\x) 9 PF'(y), 
PF'(s). 

Or, si l'on fait abstraction de la force P, et qu'on suppose que le 
corps" soit forcé de se mouvoir sur cette surface, il est clair que l'ac- 
tion, ou plutôt la résistance que la surface oppose au corps, ne peut 
agir que dans une direction perpendiculaire à la surface ; donc il en 
résultera, sur le corps, des forces proportionnelles aux fonctions primes 
F'(x) f F'(v), ¥'(z) de l'équation F(x,y, s) = ode la surface. 

Donc le même résultat aura lieu aussi si, en faisant abstraction de 
la surface, on considère seulement l'équation F(.r, y, s) = o comme 
une équation de condition donnée par la nature de la question méca- 
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nique proposée, A'où Ton peut conclure que toute condition du pro- 
blème représentée par l'équation F(,r, y, z) = o sera équivalente à 
des forces proportionnelles aux fonctions primes F'(ar), F'( v), F'(s) 
et dirigées suivant les coordonnées x t y 9 z. Ainsi, en prenant un coeffi- 
cient indéterminé n, il faudra ajouter aux valeurs de Ma?", Mj", M s" 
des équations du n° 15 les termes HF(a?), nF(j'), nF(s). La quantité 
inconnue n devra être éliminée, mais l'équation qu'on aura de moins 
par cette élimination sera remplacée par l'équation de condition 
Y(x,y f z) = o. 

On peut étendre cette conclusion au cas où il y aurait deux équa- 
tions de condition représentées par 

F(x 9 jr 9 z) = Q et $(*, jr, z) = o; 

elles équivaudraient a des forces exprimées par 

n f(*) + Y$^:, HF'tr) + vvir), ' n F(s) + v*'(s) 

et dirigées suivant x, y, z, qu'il faudrait ajouter aux valeurs de Ma?", 
My, Ms" (n° 15), les coefficients II et W étant indéterminés et devant 
être éliminés. 

27. Jusqu'ici nous n'avons considéré qu'un corps isolé. Soient main- 
tenant deux corps M et N attachés aux extrémités d'un fil inextensible 
qui passe sur une poulie fixe. Soient x, y, z les coordonnées du corps M; 
Z, r, 9 Ç celles du corps N; a, b, c les coordonnées du point fixe où est 
placée la poulie, et d la longueur donnée du fil; il est clair qu'on aura 
l'équation 



%j[x - a) 2 -f- (J - A) 3 -f- [z - c«)* 4- v/(;- rt)*+ [r t - t>)*-h (Ç - c)*-d = o, 
que nous représenterons par 

f[*> r> z > £> *f ?) = °« 

Si l'on nomme T la tension du fil qui agit également sur les deux 
corps, et qu'on applique ici l'analyse du n° 25, il est clair que l'action 
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du fil sur les deux corps produira sur le corps M les forces T/'(a?) t 
T /'Lv), T/'(s) suivant x, y, z, et sur le corps N les forces T/'(c), 
T/'(r), T/'(£) suivant ses coordonnées £, r,, £. 

Il en serait de même si le fil passait sur deux poulies fixes dont la 
position dans l'espace fût déterminée par les coordonnées a, b, c pour 
la première, et par a, |3, y pour la seconde. Alors, en désignant par d 
la longueur totale du fil, moins la partie interceptée entre les deux 
poulies, qui est aussi donnée, l'équation de l'inextensibilité du fil don- 
nerait 



et, en représentant cette équation par 

f[*>r> z > l> *> ç) = °> 

on aurait pareillement T/'(a?), T/'(y), T/'(s) pour les forces qui ti- 
reraient le corps M suivant les coordonnées x, y, z f et T/'(<;), T/'(r,), 
Tf[Z) pour celles qui tireraient le corps N suivant les coordonnées E, 

r r 

Enfin, si l'on supposait que le fil auquel est attaché le corps M, après 
avoir passé sur la première poulie fixe, repassât sur le même corps M 
et de là sur la même poulie, et de nouveau sur le corps et sur la pou- 
lie à plusieurs reprises, de manière qu'il y eût m cordons entre le 
corps et la poulie; qu'ensuite le fil, en quittant cette poulie, passât 
sur la seconde poulie fixe et de là sur le corps N, en faisant aussi 
plusieurs tours entre ce corps et la même poulie avant d'être attaché 
fixement au corps N, de manière qu'il y eût n cordons entre ce corps et 
la poulie; comme la tension T est la même dans toute l'étendue du 
fil, le corps M, étant tiré par m cordons, serait tiré vers la première 
poulie par une force égale à mT f et le corps N serait tiré vers la se- 
conde poulie par une force égale à nN. Or il est clair que dans ce cas 
l'équation qui renferme la condition de l'inextensibilité du fil serait 

msj{x-a)* + [ r — &)* + (* — c)* + »^(Ç — a) a + (il — P) a + (Ç— y)*-rf = o, 
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en désignant toujours par d la longueur totale du fil, moins la longueur 
interceptée entre les deux poulies et il est facile de voir qu'en repré- 
sentant cette équation par 

f[x>y, z, 4, y?, Ç) =o, 

on aurait aussi, pour les forces qui tireraient le corps M suivant œ,y 9 
z et le corps N suivant E, n 9 £, les mêmes expressions que ci-dessus : 
t/(«). T/'Cr), T/'(s), iy(Ç). T/», T/C). 

Si Ton suppose que P et Q soient les forces qui tirent les corps M et 
N vers les deux poulies fixes, on aura P=/wTet Q = nT; donc, puisque 
m et n doivent être des nombres entiers, si les quantités P et Q sont 
commensurables, il faudra prendre T pour leur commune mesure; 
mais, quelles que soient les forces P et Q, on peut toujours les repré- 
senter par mT et /iT, en prenant, dans le cas où elles seraient incom- 
mensurables, les nombres m et n très-grands et la quantité T infini- 
ment petite, et les forces qui tirent les corps. M et N suivant leurs 
coordonnées x 9 y, z, Z, r l9 £ seront toujours proportionnelles aux fonc- 
tions primes de la même équation de condition relatives à ces coor- 
données. 

28. Maintenant, si au lieu de l'équation de condition 

/(*>r> z > & ïj,ç) = o, 

dépendante de l'inextensibilité du fil, on a une autre équation quel- 
conque entre les mêmes coordonnées x % y % z, \ % r,, £ des deux corps, 

représentée par 

?[x f y 9 z, £, yj, Ç) = o, 

on peut, en regardant les constantes qui entrent dans la première de 
ces équations comme arbitraires, faire coïncider non-seulement les 
équations mêmes, mais encore toutes leurs fonctions primes pour des 
valeurs données des variables or, y, z, E, 7;, Ç; de cette manière, les 
deux équations deviendront comme tangentes Tune de l'autre, par la 
théorie des contacts que nous avons donnée dans la deuxième Partie , 
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et, quelle que soit la liaison des deux corps qui est représentée par 
l'équation 

F(*. r» z > t *» ?) — °> 

elle deviendra équivalente à celle d'un fil qui passe par deux poulies. 
On pourrait croire que, puisque l'équation de condition 



pour un fil simple qui passe sur deux poulies fixes, renferme sept con- 
stantes arbitraires, elle peut toujours avoir un contact du premier 
ordre avec une équation quelconque, puisque ce contact ne demande 
que sept conditions; mais," en représentant cette équation par 

/"(*».>*> *f ;» y î» Sî ~-° 
et prenant ses fonctions dérivées, il est visible qu'on a 

[/ f (*)P + LT(r)] 1 + [/ , (*)P=«. UTW+lf'WY + Um 2 ^', 

de sorte qu'on ne pourrait plus satisfaire en général aux conditions du 
contact : 

/'(*) = f(*î, f( r ) = n r ) 9 f(z) = r[*) 9 

fiï=F[l)> /'(*>) = F'(r,), /'(Ç) = F(Ç). 
Cet inconvénient disparaît en prenant 



m^[x — fl) 2 + (/— 6) a -l-ls — c)« + »^({- «)* + (* — j3) 2 + v ; — y* — d— o 

pour l'équation de condition du fil multiple, à cause des nouveaux coef- 
ficients indéterminés met/i, et l'on peut dire que l'équation de con- 
dition donnée 

produit sur les corps M et N les mêmes forces que le fil. 

On tire dé là cette conclusion que, dans un système de deux corps 
dont la liaison dépend de l'équation 

F[x,jr f z, Ç, m, Ç) = o, 
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leur action mutuelle produit sur l'un des corps les forces UF'(x) f 
nF'(y), EF'(z) suivant les trois coordonnées rectangles x 9 y, z 9 et sur 
l'autre corps les forces nF'(Ê), ïlF'(r,), EF'(£) suivant les coordonnées 
rectangles ;, r l9 £, n étant un coefficient indéterminé. 

29. Si le système était composé de trois corps ayant pour coordon- 
nées rectangles x 9 y, z, £, r i9 £, x, y, z, on trouverait, par un pareil 
raisonnement, que toute équation entre ces coordonnées dépendante 
de la liaison des corps et représentée par 

F(x,x, z, g, 7j, Ç, x, y, z) = o 

donnerait pour le premier corps les forces UF f (x) 9 nF'(y), UF'(z) sui- 
vant x, y, z 9 pour le second corps les forces n F'(Ç), n F'(y)), II F'(C 
suivant E, n 9 £, et pour le troisième les forces nF'(x), IlF'(y), nP(z) 
suivant x, y, z, et ainsi de suite si le système était composé d'un plus 
grand nombre de corps. En effet, quel que soit le nombre des corps 
et quelle que soit leur liaison, elle ne peut produire sur chaque corps 
qu'une force déterminée suivant une certaine direction; or toutes ces 
forces peuvent être aussi produites par la tension d'un même fil qui 
passerait successivement et à plusieurs reprises sur les mêmes corps 
et sur des poulies fixes. 

Enfin, s'il y avait entre les mêmes coordonnées une seconde équa- 
tion de condition représentée par 

*(*» X> z > l> v> Ç> x* y> z ) = °> 

il en résulterait d'autres forces exprimées par T$'(.r), W&(y) 9 WV(z) 
pour le premier corps, par Y <&'(£), Y*'^), V$'(£) pour le second 
corps et par W ^'(x), W <I>'(y), W<b'(z) pour le troisième, et suivant les 
directions des mêmes coordonnées, le coefficient W étant indéterminé 
comme le coefficient H; et ainsi de suite s'il y avait un plus grand 
nombre d'équations de condition. 

30. On doit conclure de là, en général, que les forces qui peuvent 
résulter de l'action mutuelle des corps d'un système donné se déduisent 
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directement des équations de condition qui doivent avoir lieu entre les 
coordonnées des différents corps du système, en prenant les fonctions 
primes des fonctions qui sont nulles en vertu de ces équations. Les 
fonctions primes de la même fonction, prises par rapport aux diffé- 
rentes coordonnées, sont toujours proportionnelles aux forces qui 
agissent suivant ces coordonnées, et qui dépendent de la condition 
exprimée par cette fonction. 

J'étais déjà arrivé à un résultat semblable dans la Mécanique analy- 
tique, en partant du principe général des vitesses virtuelles, et, en 
effet, ce principe est renfermé dans le résultat que nous venons de 
trouver; car il est évident que, si plusieurs forces appliquées à un sys- 
tème de corps sont en équilibre, elles doivent être égales et directe- 
ment opposées a celles qui résultent de leur action mutuelle. 

Soient X, F, Z les forces appliquées à l'un des corps suivant les di- 
rections des coordonnées x, j, z prolongées, £, ï, 1 les forces appli- 
quées à un autre corps suivant le prolongement de ses coordonnées £, 
r lf £, et X, Y, Z les forces appliquées à un troisième corps suivant le 
prolongement de ses coordonnées x, y, z; on aura, par ce qu'on vient 
de démontrer, 

jr=nF(*) + ¥*'(*), ^nP(/) + T%), z=np(i) + ï*'(i), 

S = nP(ï)+¥»'(ï), ï = HF(ïï)-hV* / (i ï ), 2 = IIF(Ç) + Y*'(Ç), 

X-:IIF'(x) + ï$'(x), Y = nP(j) + ¥*'(y), Z =nP(z) + ¥*'(*), 

et de la on tirera immédiatement 

Xr'+ jy+Z* , + E£ , + Y*'4-2Ç'+Xx , + Yy'+Zz' 
= nF(j,y, z, £,*!,£, x, y, z)'+¥$(*,j-, s, £,u,Ç,x, y, z)'. 

Le second membre de cette équation est évidemment nul, en vertu des 
équations de condition, puisque les quantités indéterminées H, W se 
trouvent multipliées par les fonctions primes de ces équations; donc 
on aura 

Xx'-h r/-hZz'+ EH'-h iy + 2?'+ Xx'-h Yy'-f- Zz '^ o, 

équation générale du principe des vitesses virtuelles pour l'équilibre 
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des forces X, Y f Z, S, T, 2, X, Y, Z, dans laquelle les fonctions primes 
x 9 y\ z' 9 £', ... expriment les vitesses virtuelles des points auxquels 
sont appliquées les forces X, F, Z, S, . . . , estimées suivant les direc- 
tions de ces forces. [Voir la première Parlie de la Mécanique analy- 
tique (*)]. 

Au reste, on ne doit pas être surpris de voir le principe des vitesses 
virtuelles devenir une conséquence naturelle des formules qui ex- 
priment les forces d'après les équations de condition, puisque la con- 
sidération d'un fil qui par sa tension uniforme agit sur tous les corps 
et y produit des forces données suffît pour conduire à une démonstra- 
tion directe et générale de ce principe, comme je l'ai fait voir dans la 
seconde édition de l'Ouvrage cité. 

( * ) Œuvres de Lagrange, t. XI. 



IX. 49 
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CHAPITRE VI. 



DE LA LOI DU MOUVEMENT DU CENTRE DE GRAVITÉ. DE LA LOI DES AIRES DANS LA 
ROTATION AUTOUR d'un AXE FIXE, OU d'un SEUL POINT FIXE, OU AUTOUR DU 
CENTRE DE GRAVITÉ DANS LES SYSTÈMES LIBRES. 



31. Nous venons de donner la manière de déterminer les forces qui 
peuvent résulter de Faction mutuelle des corps dans un système quel- 
conque et qui doivent être ajoutées aux autres forces, dans les équa- 
tions du n° 15, pour avoir les équations complètes du mouvement du 
système. Quoique les équations de condition 

¥{x,y, z, ;, yj, Ç, . ..) --- o, *(*,/, z, £, /}, Ç, . . .) = o, 

qui donnent naissance à ces forces, dépendent des circonstances parti- 
culières de chaque problème, il y a néanmoins des cas généraux qui 
méritent d'être examinés, parce qu'ils offrent des résultats remar- 
quables. 

Le premier de ces cas est celui où les conditions du système sont 
indépendantes de l'origine des abscisses x, ç, . . . et où les fonctions 
désignées par les caractéristiques F, <ï>, ... ne contiennent que les dif- 
férences l — x, x - x 9 . . . des abscisses. Alors il est évident que, si Ton 
augmente chacune des variables x, E, . . . d'une même quantité /, cette 
quantité disparaîtra d'elle-même des fonctions dont il s'agit. Or, en 
substituant x-\-i> i-hi, ... k la place de x, Z, ... dans la fonction 
F(.r, j, z, £, r i9 '£, ...), elle devient, par le développement, 

F(jt, y, z, l y,, S) + i[F'(*) -f- F'($) -+-'. . .] + ... 
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Donc on aura nécessairement l'équation du premier ordre 

F(*)-f-F(Ç) -+-... = o. 

On trouvera, de la même manière, 

et ainsi de suite. 

Or, si le système n'est soumis à d'autres forces que celles qui 
peuvent résulter de l'action mutuelle des corps, les équations du mou- 
vement relatives aux coordonnées #, ç, ... seront de la forme (n° 15} 

M *"= IIP (*)-+• ¥*'(*) + .., 

Donc, ajoutant ces équations ensemble, on aura simplement 

équation indépendante des conditions du système. 
Cette équation a l'équation primitive 

' M x'+N £' + ... = *, 

et celle-ci a encore l'équation primitive 

a et b étant des constantes arbitraires. 

Ainsi l'on a tout de suite, dans ce cas, une relation entre les diffé- 
rentes abscisses x, £, 

Il est facile de voir que le cas dont il s'agit aura lieu dans tout sys- 
tème entièrement libre de se mouvoir dans la direction de l'axe des 
abscisses, quelle que soit l'action que les corps peuvent exercer les uns 
sur les autres. Car alors, relativement à cet axe, les conditions du sys- 
tème ne pourront dépendre que de la position respective des corps, et 
nullement de leur position par rapport à l'origine des abscisses; par 
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conséquent, les équations qui exprimeront ces conditions ne pourront 
contenir que les différences x — Z, ... des abscisses. Et, si les corps 
exercent les uns sur les autres des attractions ou des répulsions mu- 
tuelles, comme les fonctions F(a\ y, z, $, . . .) dues a ces forces ne dé- 
pendent que des distances \[x — ;) J + (7 — x) 2 -f-(- — £) 2 , ..., ces 
fonctions auront aussi la même propriété. 

Donc, lorsque le mouvement du système sera tout à fait libre suivant 
la direction de Taxe des x, de quelque manière que les corps agissent 
les uns sur les autres, soit par des forces quelconques de résistance, ou 
par des forces d'attraction ou de répulsion mutuelle, l'équation précé- 
dente entre les abscisses X, c, ... (tes différents corps aura toujours 
lieu. 

Si l'on prend dans le système un point qui réponde à l'abscisse X, 
telle que l'on ait 

X 



M.r ■+- N£ -+-• 



on aura 



JB + > + 



X" = o, et de là X'=.a, X=at, 



en supposant que l'espace X soit nul au commencement du temps. 
Ainsi, le mouvement de ce point suivant la direction de Taxe des x sera 
uniforme avec la vitesse constante a. 

32. Si, dans le même système, on suppose que les corps M, N, . . . 
soient de plus animés par des forces quelconques P, Q, ... dirigées 
suivant l'axe des x et tendant à augmenter les x, ç, . . . , il faudra, dans 
ce cas, ajouter respectivement les quantités P, Q, ... aux valeurs de 
Mx", Ne", . . . , ce qui donnera les équations^ 

11**= P + HF'pr) + ¥*'(*) + • • • , 
N£"=Q + nF(Ç) h- ¥*'(£) -*-..., 



dont la somme sera 



M*' 



N£"- 



P + Q+..., 
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et, si l'on substitue pour M x -h N£ -h... la quantité (M+N-+- ...)X, 

on aura 

(M-+-N+...)X"=P-4-Q-h..., 

équation qui représente le mouvement rectiligne suivant Taxe des x 
d'un corps dont la masse serait M-hN-h . . . et qui serait animé par une 

force égale à P 4- Q -h 

D'où Ton peut conclure que le point du système qui répond à l'ab- 
scisse X aura, dans la direction de l'axe des .r, le même mouvement 
qu'il aurait si tous les corps du système étaient concentrés dans ce 
point et que toutes les forces qui agissent sur les corps dans la direc- 
tion du même axe lui fussent appliquées. 

33. Si le svstème est libre à la fois relativement à* l'axe des a? et a 

%> 

celui desj, il est visible que les mêmes résultats auront lieu pour les 
mouvements suivant ces deux axes, et, si le système est absolument 
libre dans tous les sens, alors les mêmes résultats auront lieu'par rap- 
port aux trois axes ; et l'on en pourra conclure que, si l'on prend dans 
le système un point qui réponde aux coordonnées X, Y, Z, telles que 

l'on ait 

_ Mx-\- Nç -h. . . 

Y = 

ce point, lorsque le système n'est animé par aucune force extérieure, 
se mouvra uniformément en ligne droite, et que, si les différents 
corps du système sont animés par des forces quelconques, le même 
point se mouvra comme si tous les corps y étaient concentrés et que 
toutes les forces y fussent appliquées chacune suivant sa direction 
propre. 

Le point dont il s'agit est connu, en Mécanique, sous le nom de 
centre de gravité, et la proposition que nous venons de démontrer s'é- 
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nonce ordinairement ainsi : L'état de mouvement ou de repos du centre 
de gravité de plusieurs corps ne change point par l'action mutuelle des 
corps entre eux, pourvu que le système soit entièrement libre; c'est 
ce qui constitue la loi de la conservation du mouvement du centre de gra- 
vité. 

Il est bon de remarquer que cette loi a lieu aussi lorsque, par la 
rencontre et l'action mutuelle des corps, il survient des changements 
brusques dans leurs mouvements, car on peut regarder ces change- 
ments comme produits par l'action de ressorts interposés entre les 
corps qui se choquent, et dont la durée est presque momentanée. C'est 
ainsi que l'on peut envisager les changements qui arrivent dans le choc 
des corps durs, et c'est par cette raison que le mouvement du centre de 
gravité n'est point altéré dans ces changements. 

34. On rapporte communément le centre de gravité de plusieurs 
corps à trois axes fixes, par le moyen des coordonnées X, Y, Z, données 
ci-dessus; si l'on voulait le rapporter à des points déterminés, alors, 
nommant a, b> c les trote coordonnées d'un de ces points et rfla dis- 
tance du centre de gravité à ce point, on aurait 

rf* = ( x — ay -M Y - by + (Z - c) 2 

= X 2 -+- Y* -f- Z* - 2aX — *6Y-- ici + « 2 -f- b* -h c*. 

Or, si l'on fait le carré de la quantité Ma? -f- NE ■+- . . . , il est facile de 
voir qu'on peut le mettre sous la forme 

(M + N+ .. )(M*« + N$* -+-... )-MN(*- S) 2 -...; 

donc on aura (numéro précédent) 

_ Mjt»4-NE*-J-... _ MNf.r-El 2 -h... 

H + N+... (M-t-N4-...) 2 ' 

et de là 

\* oaX 1 fl »- M(*-«)' + w ( 5-«)' + --- MN(x-g) 2 + ... 
x -anA-t-n ~ M + N+... (M+N-+-...) 2 ' 
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On trouvera de même 

M -4-N-h... (M + N + . . -) 2 

et pareillement 

z * gcZ , ra = M(i-^ + N(g-c)» + ... MN(3-S)» + ... 

M-t-N-h... (M-hiN -h...j a 

Si Ton fait ces substitutions dans l'expression précédente de d 2 , et 
que Ton désigne, pour abréger, par A la somme des masses M, N f ...» 
multipliées chacune par le carré de sa distance au point donné, cette 
somme étant de plus divfsée par la somme des masses; et que Ton dé- 
signe aussi par B la somme des produits des masses prises deux à deux 
et multipliées par le carré de leurs distances respectives, cette somme 
étant divisée par le carré de la somme des masses, on aura 

rf 2 =A — B, et par conséquent rf— y/A— H. 

Ainsi, comme la quantité B ne dépend que de la position respective 
des corps, si Ton détermine les valeurs de A par rapport à trois points 
différents, pris dans le système ou hors du système, a volonté, on aura 
les distances du centre de gravité a ces points, et par conséquent sa 
position absolue. Si les corps étaient tous dans le même plan, il suffi- 
rait de considérer deux points, et il n'en faudrait qu'un seul si tous 
les corps étaient dans une même ligne droite. En prenant les trois 
points donnés dans les corps mêmes du système, la position du centre 
de gravité sera donnée simplement par les masses et par leurs distances 
respectives. Comme cette manière de trouver le centre de gravité est 
peu connue, j'ai cru pouvoir la donner ici, à cause de l'utilité dont elle 
peut être dans plusieurs occasions. 

35. Le second cas est celui où les conditions du système sont indé- 
pendantes de la direction des axes des x et y sur le plan de ces coor- 
données, en sorte qu'en faisant tourner ces axes autour de l'axe des z 
d'un angle quelconque i 9 ce qui changera les abscisses a-, £, ... en 
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xcosi—ys'mi, £cosi — usini, ... et les ordonnées y, r„ ... en 
ycos* -ha? sim', t,cosi -h Ssin*, . .., les fonctions représentées par les 
caractéristiques F, $, ... ne varient point par ces changements, quel 
que soit l'angle i. Il est facile de voir que cette propriété aura lieu, en 
général, dans toute fonction des quantités x 2 -\-y 2 9 £ 2 -i-r, 2 , xl-hyr l9 
xv\ —yl, .... 

Si Ton fait, dans ce cas, 

a = x(cosi — i) —ysïni, b = ^(cosi — i) -h«rsin/, . . . , 
a= £(cos/ — i) — 7j sin/, p = yî(cosi — i) -4- £sini, ..., 

il faudra qu'en substituant à la fois dans ces fonctions x -+- a 9 y -4- b 9 
l 4- a, y) 4- % ... à la place de #, y, ç, tq, . . . , et développant suivant 
les puissances de 1, la somme des termes affectés d'une même puis- 
sance soit nulle. Or, par ces substitutions et par le développement 
suivant les puissances de a, b 9 a, p, ..., la fonction F(x 9 y 9 z,l, ...) 
devient 



Mais on a 



. . . 1* i 2 

smi = / -+-..., cos/ = 1 

2. J 2 



donc les termes affectés de 1 dans la formule précédente seront 

i[- r P(*) + jrF'( r )-nP(5) + 1 P(i) -...]; 

par conséquent on aura, pour la fonction F(#, y, ...), l'équation de 
condition 

*p( r )- ir p(*) + 5P(îï)-i3F'(Ç)+... = o. 

On trouvera de la même manière, pour la fonction $(x 9 y, ...), 
l'équation 

x #( r ) - y V[x) -f- 5*'(u) -tj *'(Ç) + • • • = o, 

et ainsi des autres. 
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36. Maintenant, si les corps du système n'éprouvent d'autres actions 
que celles qui peuvent résulter de leur liaison mutuelle, les équations 
du mouvement relatives aux coordonnées a\ y, ç, r l9 ... seront de cette 
forme (n° 8 26 et 30) : 

M*"= HF'(jr )+¥*'(*) -h..., 

M/=nP(/) + ï»'( r )+... f 

NK = nr({) + ¥* , (5)+...; 



Donc, si Ton ajoute la seconde de ces équations multipliée para*, la 
quatrième multipliée par Ç, et ainsi de suite, et qu'on en retranche la 
première multipliée par y, la troisième multipliée par r t , etc., on 
aura, en vertu des équations de condition trouvées ci-dessus, l'équa- 
tion 

M(*/'- r *") + N(fr"- vl") -. . . == o, 

qui est aussi, comme l'on voit, indépendante des conditions du sys- 
tème. 

En prenant son équation primitive, on aura 

M(jr/-^)4-N(5V-Dr)+-.. = C f 

C étant une constante arbitraire. Ainsi l'on a tout de suite une équation 
du premier ordre entre les coordonnées «r, y, ç, r lf ... des différents 
corps. 

Or xy—ya?'= xy'-hyx — 2j.r'; mais aY-f-ya/ est la fonction prime 
de xy, c'est-à-dire du double de l'aire du triangle rectangle dont .r 
est la base et y la hauteur, et yx' est la fonction prime de l'aire de la 

courbe comprise entre l'abscisse x et l'ordonnée y; donc : — sera 

la fonction prime de la différence du triangle et de l'aire dont nous 

parlons, et il est facile de voir que cette différence est, en général, 

égale a l'espace compris entre la courbe dont x et y sont les coor- 

IX. 5o 
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données f et la droite menée de l'origine de ces coordonnées à la 
courbe, c'est-à-dire à l'aire du secteur décrit par cette même droite, 
qu'on nomme rayon vecteur. 

Ainsi, nommant A cette aire, on aura 

et, nommant de même a l'aire décrite par le rayon vecteur mené à la 
courbe dont \ et r, sont les coordonnées, on aura pareillement 

**' -r£ --=**, 

et ainsi des autres. De cette manière, l'équation précédente deviendra 

îMA'+ 2Na' + . .. = C; 

et, comme les fonctions primes se rapportent ici au temps /, on aura 
cette équation primitive, 

MA-hNa-t-... = ±C* + », 

1) étant une constante arbitraire, qui sera nulle si l'on fait commencer les 
aires A, a, ... au commencement du temps /. Alors la somme des aires 
multipliées chacune par la masse correspondante sera proportionnelle 
au temps. 

Il peut arriver, suivant la forme de la courbe dont x et y sont les 
coordonnées, que l'aire décrite par le rayon vecteur soit au contraire la 
différence de l'aire de la courbe et de celle du triangle, auquel cas on 

aura 

*/— /*' = —* A'; 

mais il est facile de se convaincre que, dans ce cas, l'aire sera décrite 
dans un sens opposé. Donc, en général, la somme des produits des 
masses par les aires sera proportionnelle au temps, en prenant posi- 
tivement les aires tracées dans le même sens et négativement celles 
qui seraient tracées dans un sens opposé. C'est une remarque essen- 
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tielle, et sans laquelle le théorème dont il s'agit ne serait pas vrai en 
général. 

Cette loi des aires aura donc lieu dans le mouvement de tout système 
de corps agissant les uns sur les autres d'une manière quelconque, 
pourvu que le système soit entièrement libre de tourner autour de l'axe 
des 5, perpendiculaire au plan des x et y; car il est visible que les 
conditions provenant de la liaison mutuelle des corps seront alors les 
mêmes, quelque direction qu'on donne aux axes des x et v. 

Et si les corps agissent les uns sur les autres par des forces d'attrac- 
tion ou de répulsion, ces forces seront exprimées par des fonctions des 
distances \\{x — £) 2 -+-(,y — t j ) 2 h-(s — £) 2 t lesquelles auront aussi la 
propriété que nous avons supposée ; par conséquent, la même loi des 
aires aura encore lieu. 

Enfin, si les corps M, N, ... étaient de plus animés par des forces 
quelconques P, Q, ..., dirigées vers des points donnés de l'axe des z, 
éloignés du plan des x et y des quantités m, n, . . . , il est facile de con- 
clure des formules du n° 1J> que l'on aurait à ajouter aux valeurs 
de Ma?" et Nj" les termes respectifs 

Par Py 

et J 



yjx' 1 -^ y'--t- (z — m)' 2 ^x' 2 -ï-y' 2 -h (z — m) 2 

et, de même, aux valeurs de Ml" et Nr," les termes 



°* et Q « 



et ainsi de suite. Donc les valeurs des quantités M(ocy" — yx"), 
M(^r/ / — rfc"), . . . seront indépendantes de ces forces, et la loi des aires 
subsistera également dans ce cas; donc elle subsistera aussi si les corps 
ne sont animés que par des forces dirigées parallèlement au même axe, 
et par conséquent perpendiculaires au plan des x et y. 

. 37. Donc, en général, si le système est libre de tourner autour d'un 
axe fixe, quelle que soit l'action que les corps peuvent exercer les uns 
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sur les' autres et de quelques forces qu'ils soient animés, pourvu 
qu'elles tendent à cet axe ou qu'elles y soient parallèles, la somme des 
produits de la masse de chaque corps par l'aire que sa projection sur 
un plan perpendiculaire au même axe décrit autour de cet axe est tou- 
jours proportionnelle au temps. 

Si donc le système était libre de tourner d'une manière quelconque 
autour d'un point fixe, et qu'outre l'action mutuelle des corps chacun 
d'eux fût encore sollicité par une force quelconque tendant à ce point, 
la même loi des aires aurait lieu relativement à tous les axes qui passe- 
raient par ce même point. Ainsi, dans ce cas, en prenant ce point 
pour l'origine des coordonnées, on aurait, relativement aux trois axes 
des coordonnées, ces trois équations du premier ordre (numéro précé- 
dent) : 

M{x/—yx') -h N(£tî' -•/;;') + . . . = C, 

M[xz'- zx') + N (K' - Ç?' ) -h. . . = D, 

M( r *'- */) + N(i£'- W) +- • - = E, 

C, D, Ë étant trois constantes arbitraires. 

38. Si le système était entièrement libre, et qu'il n'y eût aucun point 
fixe, ces équations, et par conséquent la loi des aires, auraient lieu par 
rapport à un point quelconque qu'on prendrait pour l'origine des coor- 
données et pour tous les axes qu'on ferait passer par ce point. 

Il en serait encore de même dans ce cas, si le point dont il s'agit, au 
lieu d'être fixe dans l'espace, avait un mouvement quelconque recti- 
ligne et uniforme. En efTet, supposons qu'il parcoure dans le temps / 
les espaces 7.t 9 $t, yt suivant la direction des axes des x y y y z, les vi- 
tesses a, p, y étant constantes, et soient/?, y, r les coordonnées du 
corps M, gt, /, p celles du corps N, etc., rapportées à ce même point 
pris pour leur origine; il est clair qu'on aura 



et de même 



p—x — oLt, q=zjr—pt, r = z — yt f 
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et ainsi des autres. Donc on aura 

pq'- tf= [*-«*){>' -P)-ir- ?')(**-*) 
= xf—r*'— «(//— r) -+- PC*'- *). 
et pareillement 

et ainsi des autres formules semblables. On aura donc 
M( M '- <//>') -h X(idx'- X**') -+•••• 

Or, dans ce cas (n° 9 32 et 33), 

M.r-hN£-h.. =a/n-6, M/-t-Nyj -h . . . = et -h rf, 

a, i, c, */ étant des constantes : donc, faisant ces substitutions, il vien- 
dra 

Ainsi la quantité M(pq'— qp)^r ^(oy/— ycj) -h . . . sera encore con- 
stante; par conséquent, la somme des aires décrites autour de Taxe 
des /• passant par le point mobile, multipliées chacune par la masse 
respective, sera aussi proportionnelle au temps. 

On trouvera de la même manière que les deux autres quantités 

M (pr* — rp') -h N(rôp' — p©') -+-... , M [qr' — rq' ) -f- N (yj>' — p X '|) +- . . . 

seront constantes, et qu'ainsi la somme des aires décrites autour des 
axes de q etp passant p^r le même point mobile, multipliées chacune 
par la masse respective, sera encore proportionnelle au temps. 

Donc, puisque, dans le cas dont il s'agit, le centre de gravité du sys- 
tème ne peut avoir qu'un mouvement rectiligne et uniforme (n° 33), 
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il s'ensuit que la loi des aires aura lieu aussi par rapport au centre île 
gravité et pour tous les axes qu'on fera passer par ce centre. 

Nous remarquerons encore que la loi des aires dont nous parlons a 
lieu aussi comme celle du mouvement du centre de gravité, et par la 
même raison (numéro cité), lorsqu'il survient des changements 
brusques dans les mouvements du système, par l'action mutuelle des 
corps qui le composent. Ainsi la même loi peut s'appliquer également 
au choc des corps durs et à celui des corps élastiques. 
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CHAPITRE VIL 



DE LA LOI DES FORCES VIVES DANS LE MOUVEMENT D'UN SYSTÈME ANIMÉ PAR DES 
FORCES ACCÉLÉRATRICES QUELCONQUES. DE LA CONSERVATION DES FORCES VIVES 
DANS LE CHOC DES CORPS ÉLASTIQUES. DE LA PERTE DE CES FORCES, DANS LE 
CHOC DES CORPS DURS, OU EN GÉNÉRAL DANS LES CHANGEMENTS BRUSQUES QUE 
LE SYSTÈME PEUT ÉPROUVER. DE LA SOMME DES FORCES VIVES DANS LES SITUA- 
TIONS DE L'ÉQUILIBRE. REMARQUES GÉNÉRALES SUR L'ÉCONOMIE DE CES FORCES 
DANS LES MACHINES. 



39. En général, quelles que soient les conditions du système, les 
équations de condition 

F(*. y,z,l, ...) = o» $(*>r> *, £, ...) = o, ... 

donneront toujours, en prenant les fonctions primes relativement au 
temps t, dont les variables a?, y f . . . sont des fonctions, 

x> ¥'[x) +/F( r ) -h z' F(z) -4- l' F'U) -+-*' F'(yj) H- Ç' F'(Ç) +. . . = o, 

et ainsi de suite. 

Or, si le système n'éprouve que l'action des forces qui résultent de 
ces conditions, les équations du mouvement des corps M, N, . . . seront, 
comme dans le n° 36, de la forme 

M*" = IIF'(jr )-+-¥*'(*) -4- 

M^=nF'.; r ) + V4>'(r) + 
m *" = nF'(3) -+-*•*•(*) + 

Nï" = nF'(5) + v* , (j) + 

n?'=hp(ç) + ¥*'(î;) + 
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Donc, multipliant ces équations respectivement par x\ y', z\ S', r/, 
*\ ... et les ajoutant ensemble, on aura celle-ci, 

qui est entièrement indépendante des conditions du système, et qui 
par conséquent aura lieu en général, quelles que puissent être la dis- 
position et la liaison mutuelle des corps qui le composent. 
Cette équation a pour équalion primitive 

M(x' 2 -4-/*-h *'») -f- N(Ç's -4-tî'* + Ç'*) h- . . . = H, 

dans laquelle H est une constante arbitraire. Or nous avons vu 
(n° 11) que y/x' 2 -+-y 2 -h z' 2 exprime la vitesse du corps qui décrit la 
courbe dont x, y, z sont les coordonnées; donc, si Ton nomme ù la vi- 
tesse du corps M, p celle du corps N, et ainsi des autres, on aura 

x >2 + y 2 + Z '2 — a2> >'2 + yj'2 + C'a— c», . . . , 

et l'équation précédente deviendra 

M« 2 -+-Nv 2 -f-... = H. 

Dans la fameuse dispute sur l'estimation des forces, on a appelé 
force vive d'un corps en mouvement le produit de sa masse et du carré 
de sa vitesse. Ainsi, en conservant cette dénomination, on voit, par 
l'équation qu'on vient de trouver, que la somme des forces vives de 
tous les corps d'un système est constante, lorsque ces corps n'éprouvent 
d'autres actions que celles qui résultent de leur liaison, et, en géné- 
ral, de toutes les conditions qui peuvent être exprimées par des équa- 
tions entre les différentes coordonnées du corps, sans que le temps y 
entre. C'est dans cette loi que consiste le principe de la conservation 
des forces vives. 

40. Si les corps agissaient, de plus, les uns sur les autres par des 
forces d'attraction ou de répulsion quelconques, ces forces donneraient, 
à la vérité, des termes de la même forme U/\x) 9 ïïf{y), . . . dans les 
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valeurs des quantités Ma?", My", . .., en prenant pour la fonction 
/(a?,j, ...) la distance ^{x — Z) 2 + (y — ri) 2 -ï-(z — Ç) 2 entre deux 
corps, et pour n la force absolue que ces corps exercent l'un sur 
l'autre (n°25); mais il est évident que la condition 

*'f[*)+ïfir) + ... = o 

n'aurait pas lieu pour cette fonction comme pour celles qui résultent 
des conditions du système. Ainsi ces termes subsisteront dans l'é- 
quation indépendante des conditions du système, et l'on aura, par con- 
séquent, 

où l'on voit que la quantité x'f(x) •+~yf{y) -H . . . est la fonction 
prime relativement à / de la fonction/fa?, y, z, $, .. .), qui est ici 



v/(*-4) 2 +(7-*) 2 -+-(*-S) 2 . 

Donc, en général, si l'on désigne par/> la distance rectiligne entre les 
corps M et N, et par P la force absolue d'attraction ou de répulsion 
que ces corps exercent l'un sur l'autre, si l'on désigne de même par q la 
distance rectiligne entre deux autres corps du système et par Q la 
force d'attraction ou de répulsion entre ces corps, et ainsi de suite, en 
prenant les quantités P, Q, ... positivement lorsqu'elles tendent à 
augmenter les distances/?, q, ... ; et négativement lorsqu'elles tendent 
à diminuer ces distances, et qu'on nomme u, v, ... les vitesses des 
corps M, N, . . . , l'équation précédente deviendra 

M««'+Nw'+. , . = P//-+- Qq'-{- . . . , 

qui est également indépendante des conditions du système, mais qui 
renferme, comme l'on voit, les forces P, Q, ... d'attraction ou de ré- 
pulsion mutuelle. 

41. Enfin, si les corps étaient en même temps attirés vers des 
centres fixes ou repoussés de ces centres, la même équation aurait 
IX. 5i 
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encore lieu en prenant, par exemple, p pour la distance du corps M à 
un centre fixe et P pour la force qui vient de ce centre; et ainsi des 
autres. Car on peut déduire le cas des forces tendantes à des centres 
fixes de celui des actions mutuelles des corps, en supposant que 
quelques-uns de ces corps deviennent immobiles, ce qui a lieu lorsque 
leurs masses sont infinies; mais, sans avoir recours à cette démonstra- 
tion indirecte, il n'y a qu'à considérer que, si le corps M, par exemple, 
éprouve l'action d'une force P qui part d'un centre fixe dont la posi- 
tion soit déterminée par les coordonnées /, m, n et dont la distance 
à M soit/?, il en résultera (n°25), dans les valeurs des quantités Ma?*, 
My, M*", les termes respectifs 

p(.r_-/) Pjr^w) " P(*-j0 
p ' p ""■"' p 

et par conséquent, dans la valeur de M{x'jf+yy-hz'z") 9 ou de Muu', 
les termes 

P P P 



Mais/? étant = \'(<z— l)*-h {y — m) 2 -h (z — /*)% on a 
,_ (x — /)**■ +- (r — m)y' -+-(z — n)z* 

,_. __ ■ 

donc les termes dont il s'agit se réduisent à P//. 
D'où l'on conclura, en général, que l'équation 

Mua'-»- Nw/-h . . . = P/>' -f- Qq'-h . . . 

a lieu pour un système quelconque de corps disposés ou liés entre eux 
d'une manière quelconque, et qui s'attirent ou se repoussent récipro- 
quement, ou sont attirés vers des centres fixes ou repoussés par des 
forces quelconques P, Q, . . . , en nommant p, q, ... les distances mu- 
tuelles des corps qui s'attirent ou se repoussent, ou leurs distances 
aux centres fixes d'attraction ou de répulsion, et prenant les quantités 
P, Q, ... positivement ou négativement selon que ces forces seront 
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répulsives ou attractives, parce que les premières tendent à augmenter 
les distances p, q, . . . , et les secondes à les diminuer. 

42. Si les forces P, Q, . . . sont respectivement des fonctions quel- 
conques des distances p 9 q, ... suivant lesquelles elles agissent, ce 
qu'on peut toujours supposer lorsque ces forces sont indépendantes 
.les unes des autres, ou, en général, si les quantités P, Q, . . . sont des 
fonctions de p, q, ... telles que la quantité P// -h Qq' 4-... soit la 
fonction prime d'une fonction de p, q, . . . , que nous désignerons par 
F(p, q, ...), l'équation primitive de l'équation ci-dessus sera 

K étant une constante arbitraire; et, dans ce cas, les forces P, Q, . . . , 
qui agissent suivant les lignes /?, q, . . . , seront représentées par les 

fonctions primes F'(/>), F'(y), 

Soient a, b, . . . les valeurs dep, q, ... dans un instant donné, et L\ 
V, . . . les vitesses de M, N, . . . dans cet instant; l'équation précédente, 
rapportée à ce même instant, donnera 

MU*-hNV*H-... = K + 2Ft<i, b t .*..), 

d'où l'on tire 

K = MUa+NV* + ...--2F(<2,6, ...); 

donc, substituant cette valeur, on aura l'équation générale 

Mw a -hNv*-f-... = M0» + NVa-f-...-f-2F(p, </, . ..) — aF(fl,-6 f ...)- 

Cette équation renferme le principe de la conservation des forces 
vives pris dans toute sa généralité. Elle fait voir que la force vive to- 
tale du système ne dépend que des forces actives qui animent les 
corps et de la position des corps relativement aux centres de ces 
forces, de sorte que, si dans deux instants les corps se trouvent a 
mêmes distances de ces centres, la somme de leurs forces vives sera 
aussi la même. 

J'entends par forces actives les forces que les corps exercent les uns 
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sur les autres, et dont l'effet est de changer leurs distances ou leurs 
positions respectives, comme les forces intrinsèques d'attraction ou de 
répulsion, les forces des ressorts placés entre les corps, etc. Au con- 
traire, j appelle forces passives les forces de résistance produites par les 
pressions des corps, les tensions des fils ou des verges, etc., et dont 
l'effet est de maintenir les corps dans une même position respective et 
d'empêcher que les conditions du système ne soient violées. Ces forces* 
passives ne contribuent en rien, comme l'on voit, à la production de la 
force vive; les forces actives seules l'augmentent ou la diminuent, 
comme elles feraient si les corps, étant mus librement, partaient des 
mêmes points et arrivaient aux mêmes points, en décrivant des lignes 
quelconques. 

43. Nous avons vu que la loi du mouvement du centre de gravité et 
celle des aires sont indépendantes de l'action mutuelle des corps, 
quelle que soit cette action, soit qu'elle vienne des forces passives ou 
actives; ainsi, à cet égard, ces deux lois ont une plus grande étendue 
que la loi de la conservation des forces vives, qui n'est indépendante 
que de l'action des forces passives. Il résulte de là que cette dernière 
loi ne peut pas subsister, comme les deux premières, dans le cas où, 
par l'action mutuelle des corps ou par la rencontre d'obstacles, il sur- 
vient des changements brusques dans leurs mouvements, parce que ces 
changements sont ou peuvent toujours être regardés comme l'effet 
des forces actives de ressorts placés entre les corps ou entre eux et 
les obstacles, et qui, en se contractant ou se dilatant très-peu, main- 
tiennent la loi de continuité dans la variation des mouvements. La 
force vive des corps qui subissent ainsi des changements brusques re- 
çoit, à chacun de ces changements, une augmentation ou une diminu- 
tion égale à la force vive que l'action de ces ressorts produirait si les 
corps n'étaient soumis qu'à cette action. 

Ainsi, si les corps M, N, . . . viennent à se rencontrer ou à rencontrer 
des obstacles, de manière qu'il en résulte des changements brusques 
dans leurs mouvements, on pourra appliquer à ces corps, pendant leur 
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action, quelque courte qu'elle puisse être, la formule du numéro pré- 
cédent, de sorte qu'en nommant U, V, ... leurs vitesses au commen- 
cement de l'action, u, v 9 ... les vitesses à la fin de l'action, désignant de 
plus par a, è, . . . les valeurs des distances p, q, . . . au commence- 
ment et par a, (3, . . . leurs valeurs à la fin de la même action, on aura 

MU*-h NV*-+-. . .- Mu*- N^-. . . =: 2F(a, *,...)- aF(« f (3, . . .), 

ce qui montre que la différence des forces vives au commencement et 
à la fin de l'action sera 

iF[a,b, . .)- 2 F(a,(3, ...), 

où l'on remarquera que, quoique lejs quantités a, p, . . . différent très- 
peu des quantités a, b 9 ..., la différence des fonctions semblables 

F(a, 6, . . .) et F(a, (ï, . . .) peut avoir une valeur finie quelconque. 

44. Comme ces fonctions sont inconnues, on ne pourrait pas déter- 
miner, de cette manière, la variation de la force vive; mais dans les 
cas particuliers on pourra la trouver d'après les conditions du pro- 
blème. 

Lorsque des corps se choquent, soit immédiatement, soit par l'entre- 
mise de leviers ou de machines quelconques, si les corps sont parfaite- 
ment élastiques, la compression et la restitution se font suivant la 
même loi, et l'action est censée durer jusqu'à ce que les corps soient 
revenus, par la restitution du ressort, à la même position respective où 
la compression a commencé. On aura donc pour ce cas, dans l'équation 

précédente, 

a = a, (3 r= b, . . . , 

et par conséquent 

F(«, p, ...) = F(a,é, ...), 

d'où il suit que la force vive sera la même avant et après le choc: ce 
qu'on sait depuis longtemps, mais dont on n'avait pas, que je sache, 
une démonstration simple et générale. 

Au contraire, dans le choc des corps durs, l'action n'est censée durer 
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que jusqu'à ce que les corps aient acquis des vitesses en vertu des- 
quelles ils ne se nuisent plus et qui, par conséquent, ne produisent 
point d'action entre eux. Ainsi, l'effet de ces vitesses sur l'action mu- 
tuelle des 'corps étant nul, si on leur imprimait ces mêmes vitesses 
avant ou pendant l'action, elle serait la même en vertu des vitesses 
composées de celles-ci et des vitesses propres des corps. Donc elle se- 
rait encore la même si les vitesses imprimées étaient égales et directe- 
ment contraires à celles dont nous parlons; car l'action ne varierait 
pas, en supposant qu'on détruisît ces vitesses imprimées par des vi- 
tesses opposées. 

Il s'ensuit de là que, dans le choc des corps durs, les vitesses u, 
y, . .., après le choc, sont telles, que l'équation 

MU 2 H-NV 2 -f-...-Ma 2 ~N^2-... = : 2 F(/i, b, c, ...)— aF(a, (3, y, ...) 

subsisterait également en composant les vitesses U, V, • .., it, ?, ... 
avec les vitesses — m, —v 9 ..., le second membre de cette équation 
demeurant le même, parce qu'il ne dépend que de la position mutuelle 
des corps avant et après le choc. 

Si donc on nomme A la vitesse composée de U et de — m, B la vi- 
tesse composée de V et de —v 9 etc., l'équation deviendra 

MA» + NB 2 -h. . . = if {a, b, c, . . .) - aF(«, (3, y, . . .), 

puisque les vitesses composées u — u, v — v 9 ... sont nulles. 
On aura donc, pour le choc des corps durs, cette équation 

MU 2 -+- NV 2 -+- . . . - M m 2 - N v* - . . . = MA 2 -+- NB 2 -+- . . . . 

Comme U, V, . .. sont les vitesses avant le choc, et u % v 9 ... les vi- 
tesses après le choc, il est clair que A, B, . . . seront les vitesses per- 
dues par le choc; par conséquent, MA 2 -+- NB a -+- . . . sera la force vive 
qui résulterait de ces vitesses : d'où l'on tire cette conclusion que, 
dans le choc des corps durs, il se fait une perte de forces vives égale à 
la force vive que les mêmes corps auraient s'ils étaient animés chacun 
de la vitesse qu'il perd dans le choc. Ce théorème remarquable est dû, 
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je crois, à M. Carnot, qui l'a trouvé d'une autre manière dans son Essai 
sur les machines en général; il est utile pour compléter l'équation des 
forces vives, dans le cas où il se fait une perte de ces forces par le 
choc. 

45. Dans l'équation (n° 41 ) 

les quantités p, q f ... désignent les distances rectilignes des points où 
les forces P, Q, . . . sont appliquées aux centres de ces forces; ainsi les 
quantités//, q\ . . . expriment les vitesses de ces points suivantles di- 
rections de ces mêmes forces, et, comme les quantités /?, q, ... 
n'entrent point dans l'équation, il s'ensuit qu'elle a toujours lieu, 
quelles que soient les forces P, Q, . . ., soit qu'elles tendent à des points 
donnés ou non, pourvu que l'on prenne pour//, q\ ... les vitesses res- 
pectives des points où ces forces sont appliquées suivant les directions 
mêmes des forces. 

Si les forces P, Q, . . . étaient en équilibre, la quantité Pp '-h Qy'-f- ... 
serait nulle par le principe des vitesses virtuelles (n° 30) : ainsi l'é- 
quation précédente montre ce que cette quantité devient lorsque les 
forces produisent du mouvement, et l'on voit qu'elle est alors égale à 
la fonction prime de la moitié de la force vive de tous les corps du sys- 
tème, quelles que soient d'ailleurs la disposition et la liaison mutuelle 
de ces corps. 

Donc, si dans un instant quelconque les forces qui agissent sur le 
système viennent à se contre-balancer, la fonction prime de la force 
vive sera alors nulle, et, par conséquent, la force vive sera un maximum 
ou un minimum (n° 26, II e Partie). En général, de toutes les situations 
que le système peut prendre, celle où il serait en équilibre est aussi 
celle où sa force vive serait un maximum ou un minimum s'il était en 
mouvement, et il est démontré que l'équilibre sera stable lorsque la 
force vive sera un maximum et qu'il ne le sera pas lorsque la force 
vive sera un minimum. Mais la démonstration de cette propriété sin- 



Digitized by 



Google 



408 THÉORIE DES FONCTIONS. 

gulière de l'équilibre ne peut pas être insérée ici; on peut la voir dans 
la Mécanique analytique (*). 

46. Puisque les quantités j>\ q\ ... n'expriment que les vitesses des 
points où sont appliquées les forces P, Q, . . ., estimées suivant la direc- 
tion de ces forces, on peut prendre pour/?', q' 9 ... les espaces simultanés 
parcourus par ces points suivant ces directions. Ainsi P// sera la fonc- 
tion prime de l'aire de la courbe dont l'abscisse serait égale à p et 
l'ordonnée rectangle serait P, et de même Qq' sera la fonction prime 
de l'aire de la courbe dont l'abscisse serait q et l'ordonnée Q ; et ainsi 
des autres (n° 28, II e Partie). Donc, si l'on désigne respectivement ces 
aires par (P), (Q), ..., et qu'on prenne les fonctions primitives des 
deux membres de l'équation du numéro précédent, on aura, en multi- 
pliant par 2, et nommant U, V, ... les vitesses de M, N, ... lorsque 
les aires (P), (Q), . . . sont supposées commencer, 

M« 2 -*-Ni>2 + ..._ MU*-NV»-~...= 2(P)-+-a(Q)-f-.... 

Cette équation est la même que celle du n° 42, qui renferme le prin- 
cipe de la conservation des forces vives; mais elle est présentée ici 
d'une manière- indépendante des fonctions qui peuvent représenter les 
forces P, Q, 

Si l'on suppose que ces forces agissent chacune séparément sur des 
corps libres dont les masses soient m, /i, ..., on aura, par les équa- 
tions fondamentales du n° 15, 

/*/>"= P, nq"=Q, ...; 

donc, multipliant respectivement par ip\ iq\ . . ., et prenant les fonc- 
tions primitives, on aura 

et ainsi des autres, a et b étant des constantes arbitraires. Donc, si 

( * ) Œuvres de Lagrange, t. XI. 
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l'on suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses/?', q\ . . . soient 
nulles lorsque les aires (P), (Q), . . . commencent, on aura 

fl = o, 6 = 0, . . . , 

et par conséquent 

ttl//2:= 2 (P), n 9 "=*(Q), .... 

où Ton voit que mp' 2 , nq' 2 , ... sont les forces vives produites séparé- 
ment et librement par les forces P, Q, ... pendant la génération des 
aires (P), (Q), . . ., de sorte que ces aires elles-mêmes sont égales k la 
moitié des forces vives engendrées. 

Donc, lorsque ces forces agissent sur des corps liés entre eux d'une 
manière quelconque, elles produisent, dans tout le système, une aug- 
mentation de force vive égale k la somme des forces vives que chaque 
force produirait en particulier si elle agissait seule sur un corps libre, 
et qu'elle lui fît parcourir, suivant sa direction, un espace égal k celui 
que le corps parcourt réellement, suivant la même direction. C'est pro- 
prement ce qui constitue le principe de la conservation des forces 
vives. 

47. Cette loi des forces vives est d'une grande importance dans_ la 
théorie des machines. L'objet général des machines est de transmettre 
l'action des puissances motrices de la manière la plus propre à vaincre 
les résistances qui s'opposent au mouvement qu'on veut produire. Ces 
résistances n'étant que des forces qui agissent dans un sens contraire a 
celui des puissances, on peut les regarder et traiter comme des puis- 
sances négatives. Ainsi, dans une machine quelconque en mouvement, 
l'augmentation de la force vive totale est toujours égale k la somme des 
forces vives que les puissances auraient produites, moins la somme de 
celles qui auraient pu être produites par les résistances, si les points 
sur lesquels ces forces agissent s'étaient mus librement. 

On peut réduire a la gravité et aux ressorts presque toutes les forces 
dont nous pouvons disposer. Un poids P, en descendant librement d'une 
IX. 5* 
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hauteur A, acquiert une force vive égale à 2PA; car, dans ce cas, la 
force P étant constante, l'aire (P) est égale au produit de l'ordonnée P 
par l'abscisse h. Ainsi, lorsqu'on a à sa disposition une chute verti- 
cale /* d'un poids P, on peut dépenser une force vive égale à 2PA, la- 
quelle peut être employée dans une machine comme puissance ou 
comme résistance. Un ressort bandé produit, en se débandant libre- 
ment, une force vive qui dépend de la force du ressort et de l'espace par 
lequel le ressort peut se débander, et qui est égale au double de 
l'aire (P). Donc, si l'on a à sa disposition un ressort bandé jusqu'à un 
certain point, et qui puisse se débander par un espace donné, on est le 
maître île dépenser une force vive donnée et de l'employer dans une 
machine quelconque. Ainsi l'on peut dire qu'une chute d'eau dont la 
quantité et la hauteur sont données, qu'une quantité donnée de char- 
bon, en tant qu'elle peut être employée à vaporiser une quantité donnée 
d'eau, qu'une quantité donnée de poudre à canon, qu'une journée de 
travail d'un animal donné, etc., renferment une quantité déterminée 
de force vive, dont on peut disposer, mais qu'on ne saurait augmenter 
par aucun moyen mécanique. 

On peut donc toujours regarder une machine comme destinée à dé- 
truire une quantité donnée de force vive en consumant une autre force 
vive donnée ; et il suit du principe général que la force vive des puis- 
sances motrices doit surpasser celle des résistances d'une quantité 
égale à la force vive totale de tous les corps qui se meuvent en vertu 
de ces forces, et, s'il arrivait des changements brusques dans leurs 
mouvements, il y faudrait ajouter la somme des forces vives qui résul- 
teraient des vitesses perdues dans les chocs (n° 44). 

On peutcalculer de cette manière l'effet de toute machine et déter- 
miner les conditions nécessaires pour que cet effet devienne le plus 
grand qu'il est possible, relativement aux circonstances de la machine 
donnée. 

Je ne m'étends pas davantage sur les applications à la Mécanique, 
et je ne m'arrêterai pas à résoudre des problèmes particuliers. Comme 
mon dessein n'est pas de donner un Traité de cette science, je nie con- 
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tenterai d'avoir établi, par la théorie des fonctions, les principes et les 
équations fondamentales de la Mécanique, qu'on ne démontre ordinai- 
rement que par la considération des infiniment petits, et d'avoir donné, 
d'une manière nouvelle, les lois générales du mouvement des corps 
animés par des forces quelconques et qui agissent les uns sur les 
autres, et je renverrai à la Mécanique analytique ceux qui désireraient 
un plus grand détail. 
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ADDITION 

AU CHAPITRE II DE LA PREMIÈRE PARTIE, PAGE 33. 



On peut démontrer de différentes manières la correspondance des 
fonctions dérivées avec les différentielles. Si Ton désigne par dx la 
différence constante des valeurs successives x, x-t-dx, x -h 2(Lz\ 
r-f-3rf.r, ... de la variable .r, les valeurs correspondantes de la va- 
riable y, regardée comme fonction de x, seront, par la formule précé- 
dente, en y faisant successivement i= dx, ïdx y 3dx 

,, y"dxi y M dx* y"<1x* 

J J 2 2.3 2.3-4 

_,, 4 r" d.r* 8 y"dx* 1 6 r ' T dx* 

J 2 2.3 2.3.4 . 

„ , , qy'dx* zij m dx* 8iy tr dx* 



y 4- tydx 



}G/ f dx 2 Gbfdx* ?.56r ir dx* 
2 2.3 2.3.4 



Si Ton prend, par des soustractions successives, les différences pre- 
mières, secondes, troisièmes, etc. de ces valeurs, et qu'on les dénote 
par dy, d 2 y, d*y, . . ., on aura 

, . r'dx* r'"dx* r"dx* 

dy — y dx -f- -h = — -H : 5—7- -+ j 

J " 2 2.3 2.3.4 

<x<fdx* 6y"dx* i^y^dx* 

^ 2 2.3 2.3.4 - 

6r^rfjr» 36r ,T ^ 4 
2.3 2.3.4 

24v* v r/.r l 

y 2.3.4 
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Supposons que la différence dx devienne infiniment petite : les 
puissances rfr\ dlr\ ... deviendront infiniment petites, chacune par 
rapport à celle qui précède, et les séries qui expriment les valeurs des 
différences dy 9 d 1 y, d*y 9 ... se trouveront composées de termes infi- 
niment petits, chacun relativement au précédent, de sorte qu'en né- 
gligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur relativement à ceux 
d'un ordre inférieur, on aura simplement 

dy~/dx, d*y = f*dx* 9 d*y=z)"dx* > ..., 

et par conséquent 

V '__ rf r ^_<**r ^_*r 

y -d** y -d*? y -d&' —• 

On voit par là comment la supposition des infiniment petits peut 
servir à trouver les fonctions dérivées, et Ton peut en conclure que les 

expressions différentielles -j-, -7-^» •••» au lieu d'exprimer ce qu'elles 

paraissent représenter, ne sont à la rigueur que des symboles qui dé- 
notent des fonctions différentes de la fonction primitive y 9 mais déri- 
vées de celle-ci suivant certaines lois. [Voir, dans la nouvelle édition 
des Leçons sur le Calcul des fondions, la Leçon XVIII, qui contient des 
remarques importantes sur le passage du fini à l'infiniment petit (*). j 

(*) Œuvres de La grange, t. X. 



FIN DU TOME NEUVIÈME. 
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Note de M. J.-A. . SERRET. 



I. La théorie remarquable exposée dans les Chapitres III et IV de la deuxième Partie fait 
connaître l'intégrale première et la solution singulière d'une classe assez étendue d'équations 
différentielles : il s'agit des équations auxquelles conduisent les problèmes inverses sur le 
contact des courbes, et dans lesquelles n'entrent que les éléments mômes du contact. Le 
succès de la méthode est dû à cette seule circonstance que les éléments du contact sont 
des fonctions de .r, y et des dérivées de j, qui, étant égalées à des constantes arbitraires, 
fournissent autant d'intégrales premières d'une môme équation différentielle; aussi peut-on 
donner un peu plus de généralité au théorème de Lagrange. 

Désignons par x et S deux constantes arbitraires, et supposons que les équations 

) ?(*> J>/,.r*> •■•i.v m ) =■»» 
soient deux intégrales premières d'une môme équation différentielle de l'ordre m h- i . 

(») V = 0. 

dy d* y 
y, y ", . . . étant mis au lieu de -j- > -r~- » 

Si l'on élimine ^^ entre les deux équations (i), on obtiendra une équation différentielle 
de Tordre m — i : 

(3) /(*,v,y,..-,^"- f .*,P) = o. 

Gela posé, l'équation (3), qui est une intégrale seconde de l'équation (a) et une intégral»' 
première de Tune quelconque des équations (i), sera également une intégrale première de 
l'équation 

(4) F(?,+) = o, 

où F désigne une fonction quelconque, pourvu que l'on considère les deux constantes a et > 
comme assujetties à vérifier l'équation 

(5) F(*,{*) = o. 
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Ce théorème est presque évident, car les valeurs de a et p que l'on tirerait de l'équa- 
tion (3) et de sa dérivée seraient a = <p, p = ^, et, comme l'équation (5) a lieu entre les 
constantes a et p, il s'ensuit que l'équation (4) se trouvera aussi vérifiée. Si les fonctions ? 
et ^ ne renfermaient que x,y et /, l'équation (3 ) ne contiendrait plus de dérivées et serait, 
par suite, l'intégrale générale de l'équation proposée. Il résulte de là que, si, parmi les diffé- 
rentes manières, en nombre infini, d'écrire une équation différentielle, on en distingue une 
qui permette de lui donner la forme de l'équation (4), on aura, par cela seul, intégré une 
première fois cette équation. 

II. Proposons-nous, comme application, de chercher l'équation intégrale des lignes de 
courbure d'une surface du second ordre à centre. L'équation de la surface étant 



l'équation différentielle des projections des lignes de courbure sur le plan xy sera 

(a) . ^("-^-p-ZÎ^— w')-*'— ; 

si maintenant on pose 

r* / .rr\ r* — h* 

ces équations seront les intégrales premières de la même équation 

w"— //-+■ - r .r' 2 = °; 

on pourra donc appliquer le théorème à l'équation (2). Si l'on élimine y' entre celles-ci, 
on aura 

h~-— n y = i, avec ô = a — b 2 \ 

p s a p* — b 1 p l 

nous ferons a = pt*, p = p*— &*, et l'équation des projections des lignes de courbure sera 
finalement 

1 ' p*u* "^ (p«- /,*) (tii- £*) ~ '> 

u 1 étant la constante arbitraire : elle représente, comme on sait, des ellipses ou des hyper- 
boles. Gomme l'équation (3) est symétrique entre p et p, si l'on considère p comme un para- 
mètre variable et p comme déterminé, l'équation (3) représentera également les projections 
des lignes de courbure de la surface 



(i) 



p* p* — b* u 9 - - 



ot, si et /a ont en môme temps des valeurs déterminées, l'équation (3) représentera la pro- 
jection d'une ligne de courbure commune aux surfaces (1) et (4), laquelle sera donc Tinter- 
section de ces deux surfaces. 

Si dans l'équation (1) on a p> c> £, pi devra être compris entre b et r, ou inférieur à 
ces deux quantités, car autrement les deux surfaces ne se couperaient pas. On conclut de là 
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p« "♦" pî - £* "*" pî — C » - ! » 

.r* _ .y* __ 3« __ 
v» £* — v» tî—v»"" 1 ' 

dans lesquelles betc>b sont des constantes déterminées, p, p, v trois paramètres variables 
compris, le premier entre c et « , le second entre & et c, et le troisième entre zéro et ù, 
représentent trois systèmes de surfaces telles, que Tune quelconque des surfaces de l'un de 
ces systèmes sera coupée, suivant ses lignes de courbure, par toutes les surfaces des deux 
autres systèmes. Il en résulte que les surfaces (5) sont orthogonales entre elles. 
C'est au môme principe que Ton doit rattacher l'intégration de l'équation si connue 

r = r'.rn~F(.r'), 
car, si l'on fait 

à cause que les deux équations qui précèdent sont les deux intégrales premières de l'équa- 
tion 

y=o, 

l'équation 

j = a* -+- (3, 

qui résulte de l'élimination de y\ sera l'intégrale générale de la proposée, pourvu que les 
constantes a et p soient unies par la relation 

( t l'on obtient finalement 

r = a.r-+-F(a), 

où a désigne la constante arbitraire. Au surplus, dans la question actuelle, les fonctions y 
et y — y'x, entre lesquelles a lieu l'équation proposée, ne sont autres que les éléments du 
contact du premier ordre. 

III. Les équations différentielles dont il vient d'être question, et dont on détermine si 
aisément une intégrale première, admettent, en général, des solutions singulières, ainsi que 
Lagrange l'a remarqué ; la théorie de ces solutions singulières peut être présentée très- 
simplement à l'aide de considérations géométriques, identiques à celles que Ton emploie 
dans la recherche des développantes des courbes planes. 

Lorsqu'on donne l'équation d'une courbe en coordonnées rectangulaires x et y y on obtient, 
comme on sait, l'équation de la développée en éliminant x et yk l'aide de la proposée et des 
deux suivantes, 

[ r .r'd-+-.r") 

■ y— - a ' 

(0 

dans lesquelles a et p représentent les coordonnées du centre de courbure. 

IX. 53 
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Mais si, au contraire, on donne l'équation 
(a) F(»,P) = o 

de la développée, et que Ton élimine a et p entre les équations (i) et (a), on obtiendra 
l'équation différentielle du second ordre 

(3) P [,_z^) >/+ i±^]- , 

que la théorie présente immédiatement comme devant faire connaître les développantes de 
la courbe représentée par l'équation (a). Mais cette équation est du second ordre, et son 
intégrale complète doit renfermer deux constantes arbitraires, tandis qu'il n'en peut entrer 
qu'une seule dans l'équation des développantes, d'où résulte ce paradoxe d'Analyse signalé 
par Lagrange, et qu'il est bien aisé d'éciaircir. D'abord l'équation (3) est du genre de celles 
dont nous avons parlé précédemment, et son intégrale première stbtiendra en éliminant y" 
des équations (i), ce qui donne 

(4) (.*-2)-+-/Lv-P) = o, 

dans laquelle a et S doivent être considérées comme deux constantes liées par la relation 

F(«,p) = o; 

7 désignant une constante arbitraire, l'intégrale de l'équation (4) sera 

(*-«)* -H r-?)*= 7 «. 

Cette équation, qui renferme deux constantes arbitraires, est l'intégrale générale de l'équa- 
tion (3); elle représente un cercle de rayon arbitraire et dont le centre est en un point 
quelconque de la courbe donnée que représente l'équation (2). Le cercle satisfait effective- 
ment à la question de Géométrie, puisque, pour chacun de ses points, le centre de courbure 
est bien situé sur la courbe donnée. Il résulte donc de là que l'équation des développantes 
de la courbe proposée est nécessairement une solution singulière de l'équation différen- 
tielle (3). La plupart des Traités d'Analyse ne font aucune mention de l'équation (3) comme 
devant faire connaître l'équation des développantes, et l'on se contente habituellement de 
montrer, à l'aide de considérations particulières, que celle-ci est l'intégrale générale d'une 
équation différentielle du premier ordre, laquelle résulte de l'élimination de a et p entre les 
trois équations 

(*-*)-*- as (. r -P)=°' 

dp dy 

F(«,P)=o. 

C'est, au surplus, le résultat auquel on est immédiatement conduit en considérant les déve- 
loppantes d'une courbe comme les trajectoires orthogonales de ses tangentes.- 

IV. Nous allons montrer quelle extension on peut donner aux considérations particulières 
que Ton emploie dans la théorie des développantes. 
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Nous savons que, si les* équations 

j ?(',/,/, ..., V'«) = a, 

sont deux intégrales premières d'une même équation différentielle, et que 

(a) /ViJ,/, ...,J m -S«,?)=o 

en résulte par l'élimination de j wl , cette dernière équation sera une intégrale première de 
l'équation 

(3) F( ? ,*) = o, 

pourvu que Ton considère a et p comme des constantes vérifiant l'équation 

(4-) F(a,p) = o; 

en sorte que Ton obtiendra l'intégrale générale de l'équation (3) en cherchant celle de 
l'équation (2), dont Tordre est inférieur d'une unité. 

Considérons a et p comme des coordonnées rectangulaires, de même que .r et j , puis 
imaginons que l'on ait tracé la courbe représentée par l'équation (4), en même temps que 
celles qui sont représentées par l'intégrale générale de l'équation (3); chacune de ces der- 
nières dépendra, en partie, de la position d'un point de la première courbe, de celui qui 
répond aux valeurs de a et p relatives à la courbe que l'on considère : pour abréger le 
discours, j'appellerai ce point point directeur, et courbe directrice l'ensemble des points 
directeurs, c'est-à-dire la courbe représentée par l'équation (4). 

Pour tous les points d'une même courbe de l'intégrale générale (3), le point directeur est 
le même, et jouit, par rapport à chacun d'eux, d'une propriété commune définie analytique- 
ment par les équations (i); d'où il suit clairement que les courbes susceptibles de satisfaire 
à l'équation (3) et qui ne font pas partie de l'intégrale générale jouissent de cette propriété 
remarquable que le point directeur n'est pas le même pour tous les points d'une même 
courbe, et que la propriété définie analytiquement par les équations (i) a lieu entre les dif- 
férents points d'une même courbe et leurs correspondants sur la courbe directrice. 

Pour chacune de ces nouvelles courbes qui constituent une solution singulière de l'équa- 
tion (3), l'équation (2) aura encore lieu entre les coordonnées x, y de l'un de ses points et* 
celles a et p du point directeur correspondant ; mais, si Ton fait varier x et .r, % et p varie- 
ront aussi : on aura donc, en différentiant l'équation (2), 

(df ,df df \ t df , df » 

\dx J dy J dy m -ij dx dp r 

Mais, si l'on observe que l'équation (2), dans laquelle on regarde a et p comme constantes, 
est une intégrale première de l'une quelconque des équations (1), on verra que le coefficient 
de dx dans l'équation précédente devient nul en vertu de ces mêmes équations (1) : on aura 
donc simplement 
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On a d'ailleurs 



-7— oa -4- -77- ap = o ; 



donc 

(5) 





if 
dp 


llTL 


4> 






équation qui établit une relation entre chaque point de la courbe singulière et le point 
directeur correspondant. 

Si des équations (4 ) et (5) on tire les Valeurs de a et p pour les porter dans l'équation (2}. 
ou, ce qui revient au même, si l'on élimine a et p à l'aide des équations (2), (4) et (5), on 
obtiendra une équation différentielle de l'ordre m — 1 , 

"(*,/,/, ...,.r'"- | ) = o ï 

sans constante arbitraire, et qui sera une solution singulière de l'équation (3). 
Bornons-nous à indiquer une seule application des résultats qui précèdent. 

On demande quelle est la courbe jouissant de la propriété que, si M est un de ses points, 
C le centre de courbure en ce point, et M' la position du point M auquel on fait faire un 
quart de révolution autour d'un point fixe, Von ait CM' = une constante K. 

L'équation différentielle du second ordre est 

on trouve pour intégrale première 

(.r-a)-(r-p) djr 

avec 

a'-+-p* = ~i 

et pour solution singulière 



/ \ / \ ,f Y v I ffi. 



l'intégrale générale représente ici des spirales logarithmiques, la solution singulière des 
courbes beaucoup plus compliquées. 

V. On démontrerait absolument, comme au n° I, que, si 

? = a, + = P, vt = 7, ... 

sont n intégrales premières d'une même équation différentielle et que 
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en résulte par l'élimination des n — i plus hautes dérivées, cette dernière sera une intégrale 
d'ordre n — i de l'équation 

F(?>+ï*i ..■) = <>! 

pourvu que Ton considère a, p, 7, ... comme des constantes assujetties à vérifier l'équa- 
tion 

F(*,p, 7, ••.)=«. 

Dans ce cas, l'équation proposée admet encore une solution singulière, que l'on détermi- 
nera par un procédé analogue à celui que nous venons d'employer. 
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